
Óðîê 1. Îñíîâíûå îáúåêòû ïëàíèìåòðèè.

Äâà îñíîâíûõ îáúåêòà, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ âñÿ ïëàíèìåòðèÿ (òî
åñòü ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè) � ýòî òî÷êà è ïðÿìàÿ.

Àêñèîìà 1

×åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è ïðèòîì òîëüêî
îäíó.

Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâóåò äâà âçàèìíûõ ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿ-
ìûõ íà ïëîñêîñòè:
• ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê;
• ïðÿìûå èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðÿìûå ïå-
ðåñåêàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì äðóãèå îñíîâíûå îáúåêòû, ñîçäàííûå ïðè ïîìîùè òî-
÷åê è ïðÿìûõ.

Îïðåäåëåíèÿ

Åñëè íà íåêîòîðîé ïðÿìîé îòìåòèòü òî÷êó, òî äàííàÿ òî÷êà ðàçî-
áüåò ïðÿìóþ íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ëó÷îì,
èñõîäÿùèì èç äàííîé òî÷êè. Äàííàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êàæ-
äîãî èç ëó÷åé.

Îòðåçîê � ÷àñòü ïðÿìîé, îãðàíè÷åííàÿ ñ äâóõ ñòîðîí äâóìÿ òî÷-
êàìè. Äàííûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ êîíöàìè îòðåçêà.
Òî÷êà, äåëÿùàÿ îòðåçîê ïîïîëàì, íàçûâàåòñÿ åãî ñåðåäèíîé.

Óãîë � ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè è äâóõ
ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè. Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà â íàøåì êóðñå
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0◦ äî 180◦ âêëþ÷èòåëüíî.
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Óãîë α íàçûâàåòñÿ îñòðûì, åñëè 0◦ < α < 90◦, ïðÿìûì � åñëè
α = 90◦, òóïûì � åñëè 90◦ < α < 180◦, è ðàçâåðíóòûì � åñëè α = 180◦.
(Ðàçâåðíóòûé óãîë � óãîë, êàæäàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äîëæåíèåì äðóãîé, òî åñòü îáå ñòîðîíû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.)
Ëþáîé óãîë ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ

íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, à äðóãàÿ � âíåøíåé îáëàñòüþ äàííîãî óãëà.

Áèññåêòðèñà óãëà � ýòî ëó÷, âûõîäÿùèé èç âåðøèíû óãëà è äå-
ëÿùèé óãîë ïîïîëàì.

Ñìåæíûå óãëû � ýòî äâà óãëà, ó êîòîðûõ îáùàÿ âåðøèíà è îäíà
îáùàÿ ñòîðîíà, à äâå äðóãèå ñòîðîíû îáðàçóþò ïðÿìóþ.

Âåðòèêàëüíûå óãëû � ýòî äâà óãëà, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì
äâóõ ïðÿìûõ è íå ÿâëÿþùèåñÿ ñìåæíûìè.

Îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

• Òî÷êà îáîçíà÷àåòñÿ çàãëàâíîé ëàòèíñêîé áóêâîé: A,B,C,D è ò.ä.
• Ïðÿìàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîïèñíîé ëàòèíñêîé áóêâîé: a, b, c, d è ò.ä.,
ëèáî äâóìÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, îáîçíà÷àþùèìè äâå
òî÷êè íà äàííîé ïðÿìîé: AB,CD è ò.ä.
• Ëó÷ îáîçíà÷àåòñÿ ëèáî îäíîé ïðîïèñíîé ëàòèíñêîé áóêâîé, ëèáî
äâóìÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: AB,CH è ò.ï., ãäå ïåðâàÿ
áóêâà îáîçíà÷àåò íà÷àëî ëó÷à, à âòîðàÿ � íåêîòîðóþ òî÷êó íà ñàìîì
ëó÷å.
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• Îòðåçîê îáîçíà÷àåòñÿ äâóìÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, îáî-
çíà÷àþùèìè êîíöû ýòîãî îòðåçêà: AB,CD è ò.ä.
• Óãîë îáîçíà÷àþò ëèáî òðåìÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè:
ABC,FGH, ãäå ñðåäíÿÿ áóêâà îáîçíà÷àåò âåðøèíó óãëà, à äâå äðó-
ãèå � íåêîòîðûå òî÷êè íà ñòîðîíàõ óãëà, ëèáî äâóìÿ ïðîïèñíûìè
ëàòèíñêèìè áóêâàìè: hk, ãäå êàæäàÿ áóêâà îáîçíà÷àåò ñòîðîíó óãëà.
Ãðàäóñíóþ ìåðó óãëà ìîæíî îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêîé áóêâîé: α, β, γ, φ
è ò.ä. Èíîãäà óãîë àññîöèèðóþò ñ åå ãðàäóñíîé ìåðîé è îáîçíà÷àþò
òàêæå. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ óãëà òàêæå ïðèíÿòî ïåðåä åãî íà-
çâàíèåì ñòàâèòü çíàê óãëà: ∠.
Èíîãäà, åñëè íå âîçíèêàåò äâóñìûñëåííîñòè, óãîë ìîæíî îáîçíà÷àòü
òîëüêî åãî âåðøèíîé: ∠A.

Òåîðåìà

Ñìåæíûå óãëû α è β â ñóììå äàþò 180◦: α + β = 180◦.
Âåðòèêàëüíûå óãëû ðàâíû: α = γ.
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Çàäàíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Îäèí èç ñìåæíûõ óãëîâ ïðÿìîé. Êàêèì ÿâëÿåòñÿ äðóãîé óãîë?

2. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: åñëè ñìåæíûå óãëû ðàâíû, òî îíè ïðÿ-
ìûå?

3. Íàéäèòå íåðàçâåðíóòûå óãëû, îáðàçîâàííûå ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ
ïðÿìûõ, åñëè ñóììà äâóõ èç íèõ ðàâíà 114◦.

4. Ñêîëüêî íåðàçâåðíóòûõ óãëîâ îáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè òðåõ
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó?

5. Òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå BC. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè B è C
ðàâíî 24, à ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B â äâà ðàçà áîëüøå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A è C. Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ AC
è AB.

6. Îòðåçîê äëèíû l ðàçäåëåí íà 5 ðàâíûõ ÷àñòåé. Íàéäèòå ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ñåðåäèíàìè êðàéíèõ ÷àñòåé.

7. Îòðåçîê äëèíîé a ðàçäåëåí íà ÷åòûðå íå ðàâíûå äðóã äðóãó ÷àñòè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè êðàéíèõ ÷àñòåé ðàâíî b. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè ñðåäíèõ ÷àñòåé.

8. Íàéäèòå ñìåæíûå óãëû, åñëè îäèí èç íèõ íà 30◦ áîëüøå äðóãîãî.

9. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ ðàâåí
90◦ (îíè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû).
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Çàäàíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

10. Íàéäèòå ñìåæíûå óãëû, åñëè: à) îäèí èç íèõ íà 40◦ ìåíüøå äðó-
ãîãî; á) îäèí èç íèõ â äâà ðàçà áîëüøå äðóãîãî; â) îíè îòíîñÿòñÿ
êàê 5 : 4.

11. Íàéäèòå âåðòèêàëüíûå óãëû, åñëè ñìåæíûé ê îäíîìó èç íèõ â 5
ðàç åãî áîëüøå.

12. Íàéäèòå íåðàçâåðíóòûå óãëû, îáðàçîâàííûå ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ
ïðÿìûõ, åñëè ñóììà òðåõ óãëîâ ðàâíà 220◦.

13. Òî÷êèK,L,M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åìKL = 6, LM = 10.
Êàêèì ìîæåò áûòü ðàññòîÿíèå KM?

14. Îòðåçîê AB äëèíû a ðàçäåëåí òî÷êàìè P è Q íà òðè îòðåçêà
òàê, ÷òî AP = 2PQ = 3QB. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî
ñåðåäèíû îòðåçêà QB.

15. Òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî÷êè M,N � ñåðåäèíû
îòðåçêîâ AB è AC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî BC = 2MN .

16. Íàéäèòå óãîë, îáðàçîâàííûé áèññåêòðèñàìè âåðòèêàëüíûõ óãëîâ.

17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè áèññåêòðèñû óãëîâ ABC è CBD âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû (ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì 90◦), òî òî÷êè A,B,D ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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Îòâåòû, óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ

1. Ïðÿìîé.

2. Âåðíî.

3. Òàê êàê ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò äâå ïàðû âåðòèêàëüíûõ óã-
ëîâ, îáîçíà÷èì óãëû â ïåðâîé ïàðå çà α, âî âòîðîé � çà β. Òîãäà
α+β = 180◦. Ñëåäîâàòåëüíî, 2α = 114◦, îòêóäà α = 57◦, β = 123◦.

4. 12.

5. Ïóñòü AC = x, òîãäà AB = 2x, ñëåäîâàòåëüíî, 3x = 24, îòêóäà
AC = 8, AB = 16.

6. Äëèíà êàæäîãî îòðåçêà ðàâíà 1
5l. Òîãäà ñóììà äëèí äâóõ êðàéíèõ

îòðåçêîâ ðàâíà 1
5l, îòêóäà îòâåò:

4
5l.

7. 1
2(2b− a).

8. 75◦, 105◦.

9. Îáîçíà÷èì ñìåæíûå óãëû çà α è β. Òîãäà α+β = 180◦. Óãîë ìåæ-
äó áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ ðàâåí 1

2α+
1
2β = 1

2(α+β) = 90◦.

10. à) 70◦, 110◦; á) 60◦, 120◦; â) 80◦, 100◦.

11. 30◦.

12. 40◦, 140◦, 40◦, 140◦.
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13. 4; 16.

14. 10
11a.

15. Óêàçàíèå: ïðèíÿòü ïîëîâèíó äëèíû îòðåçêà AB çà x, ïîëîâèíó
äëèíû îòðåçêà AC çà y è çàïèñàòü äëèíó îòðåçêà BC. Ó÷èòûâàòü
ìíîãîâàðèàòíîñòü ÷åðòåæà.

16. Óêàçàíèå: 180◦.

17. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî çàäà÷å 9.
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Óðîê 2. Òðåóãîëüíèêè.

Îïðåäåëåíèÿ
Òðåóãîëüíèê � ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ

òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé (íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè òðå-
óãîëüíèêà), è îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè (íàçûâàåìûõ ñòî-
ðîíàìè òðåóãîëüíèêà). Òðåóãîëüíèê ñî ñâîåé âíóòðåííîñòüþ áóäåì
ñîêðàùåííî íàçûâàòü òàêæå òðåóãîëüíèêîì.
Óãîë (âíóòðåííèé) òðåóãîëüíèêà � óãîë, îáðàçîâàííûé âåðøè-

íîé òðåóãîëüíèêà è äâóìÿ åãî ñòîðîíàìè.

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà � óãîë, ñìåæíûé ñ êàêèì-íèáóäü
âíóòðåííèì óãëîì òðåóãîëüíèêà.

Ïåðèìåòð � ñóììà äëèí âñåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Òðåóãîëüíèê îáîçíà÷àåòñÿ òðåìÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâà-
ìè, îáîçíà÷àþùèìè âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: 4ABC.

×òî òàêîå ðàâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû? Ýòî ôèãóðû, êî-
òîðûå ìîæíî ñîâìåñòèòü íàëîæåíèåì. Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íû, òî âñå ýëåìåíòû îäíîãî òðåóãîëüíèêà (ñòîðîíû è óãëû) ðàâíû
ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì âòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêæå â ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ ëåæàò ðàâíûå ñòîðîíû, à ïðîòèâ
ðàâíûõ ñòîðîí � ðàâíûå óãëû.
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Òåîðåìû: ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ
1. Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íèìè îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñî-

îòâåòñòâåííî ðàâíû äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðå-
óãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

2. Åñëè ñòîðîíà è äâà ïðèëåæàùèõ óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâíû ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì äðóãîãî òðå-
óãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

3. Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

4*. Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë, ëåæàùèé íàïðîòèâ áîëüøåé èç íèõ,
îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû äâóì ñòîðîíàì è óãëó, ëå-
æàùåìó íàïðîòèâ áîëüøåé èç íèõ, äðóãîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû, òî
òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Îïðåäåëåíèÿ
Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè � ýòî ìåíüøèé èç ÷åòûðåõ óãëîâ, îá-

ðàçîâàííûõ ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ïðÿìûõ.

Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè óãîë ìåæ-
äó íèìè ðàâåí 90◦. Åñëè O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a è b, A �
íåêîòîðàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé a, òî îòðåçîê AO íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðîì ê ïðÿìîé b, à O � îñíîâàíèåì ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà.
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Òåîðåìû
1. Äâå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê òðåòüåé, íå ïåðåñåêàþòñÿ.
2. Èç òî÷êè, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïåðïåíäèêó-

ëÿð ê ýòîé ïðÿìîé, è ïðèòîì òîëüêî îäèí (â ïëîñêîñòè äàííîé òî÷êè
è äàííîé ïðÿìîé).

Îïðåäåëåíèÿ
Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðå-

óãîëüíèêà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.

Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê áèññåêòðèñû óãëà òðå-
óãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíû.

Âûñîòà òðåóãîëüíèêà � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä¼ííûé èç âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðî-
íó.

Âàæíîå çàìå÷àíèå
Åñëè â òðåóãîëüíèêå îäèí óãîë òóïîé, òî âûñîòà, îïóùåííàÿ èç âåð-

øèíû îñòðîãî óãëà, óïàäåò íå íà ñòîðîíó, à íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû
(ðèñ. 1).

Òåîðåìà
Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå âûñîòû (èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ) ïåðåñåêàþòñÿ

â îäíîé òî÷êå (ðèñ. 1 è 2), áèññåêòðèñû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå
(ðèñ. 3), ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ðèñ. 4).
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ðàâåí 48, à îäíà èç ñòîðîí ðàâíà 18. Íàé-
äèòå äâå äðóãèå ñòîðîíû, åñëè èõ ðàçíîñòü ðàâíà 4, 6.

2. Ïåðèìåòð îäíîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå ïåðèìåòðà äðóãîãî. Ìîãóò
ëè áûòü ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíûìè?

3. Îòðåçêè AC è BD òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Äîêà-
æèòå, ÷òî 4ABC = 4CDA.

4. Òðåóãîëüíèêè ABD è ABD èìåþò îáùóþ ñòîðîíó AD, à âåðøè-
íû B è C ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AD. Èçâåñòíî, ÷òî
AB = AC, ∠BAD = ∠CAD. à) Äîêàæèòå, ÷òî4ABD = 4ACD.
á) Íàéäèòå BD è AB. åñëè AC = 15, DC = 5.

5. Òî÷êèA è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé a. Ïåðïåíäèêóëÿðû
AB è CD ê ïðÿìîé a ðàâíû. à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABD = ∠CDB.
á) Íàéäèòå ∠ABC, åñëè ∠ADB = 44◦.

6. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ áèññåêòðèñû, ïðîâåäåí-
íûå ê ðàâíûì ñòîðîíàì, ðàâíû.

7. Íà áèññåêòðèñå óãëà A âçÿòà òî÷êà B, à íà ñòîðîíàõ ýòîãî óãëà
� òî÷êè B,C òàêèå, ÷òî ∠ADB = ∠ADC. Äîêàæèòå, ÷òî BD =
CD.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

8. Â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1 èçâåñòíî, ÷òî AB = A1B1, AC =
A1C1, ∠A = ∠A1. Íà ñòîðîíàõ AB è A1B1 îòìå÷åíû òî÷êè P è
P1 òàê, ÷òî AP = A1P1. Äîêàæèòå, ÷òî 4BPC = 4B1P1C1.

9. Îòðåçêè AE è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B, ÿâëÿþùåéñÿ ñåðå-
äèíîé êàæäîãî èç íèõ. à) Äîêàæèòå, ÷òî 4ABC = 4EBD. á)
Íàéäèòå óãëû A è C òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè â òðåóãîëüíèêå
BDE ∠D = 47◦, ∠E = 42◦.

10. Íà ñòîðîíàõ óãëà CAD îòìå÷åíû òî÷êè B è E òàê, ÷òî òî÷êà
B ëåæèò íà îòðåçêå AC, à òî÷êà E � íà îòðåçêå AD, ïðè÷åì
AC = AD, AB = AE. Äîêàæèòå, ÷òî ∠CBD = ∠DEC.

11. Ìåäèàíà AD òðåóãîëüíèêà ABC ïðîäîëæåíà çà òî÷êóD íà îòðå-
çîêDE, ðàâíûé AD, è òî÷êå E ñîåäèíåíà ñ òî÷êîé C. à) Äîêàæè-
òå, ÷òî 4ABD = 4ECD. á) Íàéäèòå ∠ACE, åñëè ∠ACD = 56◦,
∠ABD = 40◦.

12. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå ê
ðàâíûì ñòîðîíàì, ðàâíû.

13. Â òðåóãîëüíèêàõ DEF è MNP EF = NP , DF = MP , ∠E =
∠P . Áèññåêòðèñû óãëîâ E è D ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, à áèñ-
ñåêòðèñû óãëîâ M è N � â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî ∠DOE =
∠MKN .

14. Â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1 îòðåçêè AD, A1D1 � áèññåê-
òðèñû, AB = A1B1, BD = B1D1, AD = A1D1. Äîêàæèòå. ÷òî
4ABC = 4A1B1C1.
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Óðîê 3. Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

Îïðåäåëåíèå

Äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíû-
ìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ (íå èìåþò îáùèõ òî÷åê).

Çàìå÷àíèå

Çàìåòèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò äâà âèäà âçàèìíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ ïðÿìûõ: ïåðåñåêàþòñÿ è ïàðàëëåëüíû.

Àêñèîìà 2 î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

×åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé, ïðîõîäèò åäèíñòâåí-
íàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé.

Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîìû

1. Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îäíó èç ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òî îíà
ïåðåñåêàåò è äðóãóþ ïðÿìóþ.
2. Äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíû.

Òåîðåìû: ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

1. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû ñåêóùåé, òî íàêðåñò
ëåæàùèå óãëû ðàâíû.

2. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû ñåêóùåé, òî ñóììà
îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 180◦.

3. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû ñåêóùåé, òî ñîîòâåò-
ñòâåííûå óãëû ðàâíû.

Òåîðåìû: ïðèçíàêè ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ

1. Åñëè ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ a è b ñåêóùåé c íàêðåñò ëå-
æàùèå óãëû ðàâíû: ∠1 = ∠2, òî òàêèå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

2. Åñëè ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ a è b ñåêóùåé c ñóììà îä-
íîñòîðîííèõ óãëîâ ∠1 è ∠3 ðàâíà 180◦, òî òàêèå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.
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3. Åñëè ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïðÿìûõ a è b ñåêóùåé c ñîîòâåòñòâåí-
íûå óãëû ðàâíû: ∠1 = ∠4, òî òàêèå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.
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Óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè èëè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
ñòîðîíàìè

Òåîðåìû

1. Åñëè ñòîðîíû îäíîãî óãëà ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì
äðóãîãî óãëà, òî òàêèå óãëû èëè ðàâíû, èëè â ñóììå ñîñòàâëÿþò 180◦.

2. Åñëè ñòîðîíû îäíîãî óãëà ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòî-
ðîíàì äðóãîãî óãëà, òî òàêèå óãëû èëè ðàâíû, èëè â ñóììå ñîñòàâëÿ-
þò 180◦.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó áèññåêòðèñû AD òðåóãîëü-
íèêà ABC è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê AD, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â
òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî MD ‖ AB.

2. Ïðÿìûå a è b ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé c. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïðÿ-
ìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ a, ïåðåñåêàåò òàêæå è ïðÿìóþ b.

3. Ïàðàëëåëüíû ëè ïðÿìûå a è b?
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4. Íàéäèòå x è y:
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

5. Ïàðàëëåëüíû ëè ïðÿìûå a è b?

6. Íàéäèòå x è y:
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7. Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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Óðîê 4. Óãëû òðåóãîëüíèêà

Îïðåäåëåíèÿ

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ îñòðîóãîëüíûì, åñëè âñå åãî óãëû îñòðûå.

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ òóïîóãîëüíûì, åñëè îäèí åãî óãîë òóïîé
(îñòàëüíûå � îñòðûå).

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì, åñëè îäèí åãî óãîë ïðÿ-
ìîé (îñòàëüíûå � îñòðûå).

Òåîðåìà

Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è ïîêàæåì, ÷òî ∠A+
∠B + ∠C = 180◦.
Ïðîâåä¼ì ÷åðåç âåðøèíó B ïðÿìóþ a, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC.

Óãëû 1 è 4 ÿâëÿþòñÿ íàêðåñò ëåæàùèìè óãëàìè ïðè ïåðåñå÷åíèè
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ a è AC ñåêóùåé AB, à óãëû 3 è 5 � íàêðåñò
ëåæàùèìè óãëàìè ïðè ïåðåñå÷åíèè òåõ æå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
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ñåêóùåé BC. Ïîýòîìó

∠4 = ∠1, ∠5 = ∠3. (1)

Î÷åâèäíî, ñóììà óãëîâ 4, 2 è 5 ðàâíà ðàçâ¼ðíóòîìó óãëó ñ âåðøè-
íîé B, òî åñòü ∠4+∠2+∠5 = 180◦. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1),
ïîëó÷àåì: ∠1 + ∠2 + ∠3 = 180◦.

Îïðåäåëåíèå

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà � ýòî óãîë, ñìåæíûé ñ êàêèì-íèáóäü
âíóòðåííèì óãëîì òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà

Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà,
íå ñìåæíûõ ñ íèì: ∠BCD = ∠BAC + ∠ABC.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ðèñóíîê.

Óãîë 4 � âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà, ñìåæíûé ñ óãëîì 3. Òàê êàê
∠4 + ∠3 = 180◦, à ïî òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà ∠1 + ∠2 +
∠3 = 180◦, òî ∠4 = ∠1 + ∠2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 81◦, ∠C = 25◦. Íàéäèòå âíåøíèé
óãîë ïðè âåðøèíå A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 35◦, BD � âûñîòà, ∠CBD = 26◦.
Íàéäèòå ∠ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 39◦,BD � áèññåêòðèñà, ∠ABD = 30◦.
Íàéäèòå ∠C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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4. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà D, íà îòðåç-
êå AD âûáðàíà òî÷êà E òàê, ÷òî ∠BAD = ∠ECD = ∠EAC +
∠ECA. Âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíåB ðàâåí 138◦. Íàéäèòå ∠BAD.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðè âåðøèíàõ A,B è C ïîñòðîåíî ïî îä-
íîìó âíåøíåìó óãëó. Íàéäèòå ñóììó ýòèõ âíåøíèõ óãëîâ. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

4



Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 22◦, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå C
ðàâåí 130◦. Íàéäèòå ∠B. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 35◦, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå B
ðàâåí 91◦. Íàéäèòå ∠A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 27◦, CD � âûñîòà, ∠BCD = 18◦.
Íàéäèòå ∠ACB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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9. Â òðåóãîëüíèêåABC: ∠B = 27◦, CD � áèññåêòðèñà, ∠ACD = 35◦.
Íàéäèòå ∠A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

10. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AD � áèññåêòðèñà, ∠B = 27◦, ∠CAD = 18◦.
Íàéäèòå ∠ADC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

11. Â òðåóãîëüíèêåABC: CD � áèññåêòðèñà, ∠B = 63◦, ∠ACD = 33◦.
Íàéäèòå ∠ADC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 106. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðå-
óãîëüíèêà, ∠B + ∠C = âíåøíåìó óãëó ïðè âåðøèíå A, ñëåäî-
âàòåëüíî Aâíåø = 81◦ + 25◦ = 106◦.

2. Îòâåò. 29. Ðåøåíèå. Òàê êàê BD � âûñîòà, òî ∠ADB = 90◦.
Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òîãäà ∠A+∠ABD = 180◦−
90◦ = 90◦.

Òàê êàê ∠ABD = ∠ABC+∠CBD, òî ∠ABD = ∠ABC+26◦. Ïðè
ýòîì ∠A = 35◦, òîãäà 35◦ + ∠ABC + 26◦ = 90◦, îòêóäà íàõîäèì
∠ABC = 29◦.

3. Îòâåò. 81. Ðåøåíèå. Òàê êàê BD � áèññåêòðèñà, òî ∠ABD =
∠DBC, òîãäà ∠ABC = 2 · 30◦ = 60◦.

Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òîãäà ∠C = 180◦ − ∠A −
∠ABC = 180◦ − 39◦ − 60◦ = 81◦.

4. Îòâåò. 46. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëü-
íèêà, âíåøíèé óãîë â òðåóãîëüíèêå ðàâåí ñóììå äâóõ óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà, íå ñìåæíûõ ñ íèì.
∠ADB � âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêàADC, òîãäà ∠ADB = ∠EAC+
∠ECA + ∠ECD = 2 · ∠ECD = 2 · ∠BAD.
Âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíåB ðàâåí ∠BAD+∠ADB = 3·∠BAD =
138◦, òîãäà ∠BAD = 138◦ : 3 = 46◦.

5. Îòâåò. 360. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðå-
óãîëüíèêà, âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ óãëîâ
òðåóãîëüíèêà, íå ñìåæíûõ ñ íèì. Òîãäà âíåøíèé óãîë ïðè âåð-
øèíå A ðàâåí ∠B + ∠C â òðåóãîëüíèêå ABC.

Àíàëîãè÷íî âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå B ðàâåí ∠A + ∠C â òðå-
óãîëüíèêå ABC, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå C ðàâåí ∠A+ ∠B â
òðåóãîëüíèêå ABC.
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Òàêèì îáðàçîì, ñóììà âíåøíèõ óãëîâ ðàâíà ∠B+∠C+∠A+∠C+
∠A+∠B = 2(∠A+∠B+∠C) â òðåóãîëüíèêå ABC, íî ýòà ñóììà
åñòü óäâîåííàÿ ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òî ñóììà âíåøíèõ
óãëîâ ðàâíà 180◦ · 2 = 360◦.

6. Îòâåò. 108. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðå-
óãîëüíèêà, ∠A + ∠B = Câíåø, òîãäà 22◦ + ∠B = 130◦, îòêóäà
íàõîäèì ∠B = 130◦ − 22◦ = 108◦.

7. Îòâåò. 56. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëü-
íèêà, ∠C + ∠A = Bâíåø, òîãäà 35◦ + ∠A = 91◦, îòêóäà íàõîäèì
∠A = 91◦ − 35◦ = 56◦.

8. Îòâåò. 45. Ðåøåíèå. Òàê êàê CD � âûñîòà, òî ∠ADC = 90◦.
Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òîãäà ∠A+∠ACD = 180◦−
90◦ = 90◦.

Òàê êàê ∠ACD = ∠ACB+∠BCD, òî ∠ACD = ∠ACB+18◦. Ïðè
ýòîì ∠A = 27◦, òîãäà 27◦ + ∠ACB + 18◦ = 90◦, îòêóäà íàõîäèì
∠ACB = 45◦.

9. Îòâåò. 83. Ðåøåíèå. Òàê êàê CD � áèññåêòðèñà, òî ∠ACD =
∠DCB, òîãäà ∠ACB = 2 · 35◦ = 70◦.

Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òîãäà ∠A = 180◦ − ∠B −
∠ACB = 180◦ − 27◦ − 70◦ = 83◦.

10. Îòâåò. 45. Ðåøåíèå. Òàê êàê AD � áèññåêòðèñà, òî ∠BAD =
∠CAD, òîãäà ∠BAC = 2 · 18◦ = 36◦.

Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òîãäà ∠C = 180◦ − ∠B −
∠BAC = 180◦ − 27◦ − 36◦ = 117◦.

∠CAD + ∠ADC + ∠C = 180◦, òîãäà 18◦ + ∠ADC + 117◦ = 180◦,
îòêóäà íàõîäèì ∠ADC = 45◦.
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11. Îòâåò. 96. Ðåøåíèå. Òàê êàê CD � áèññåêòðèñà, òî ∠ACD =
∠DCB, òîãäà ∠ACB = 2 · 33◦ = 66◦. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà
ðàâíà 180◦, òîãäà ∠A = 180◦−∠B−∠ACB = 180◦−63◦−66◦ = 51◦.

∠A + ∠ACD + ∠ADC = 180◦, òîãäà 51◦ + 33◦ + ∠ADC = 180◦,
îòêóäà íàõîäèì ∠ADC = 96◦.
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Óðîê 5. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê

Îïðåäåëåíèÿ

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì, åñëè äâå åãî ñòîðîíû
ðàâíû.
Ýòè ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, à òðå-
òüÿ ñòîðîíà � îñíîâàíèåì.

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì, åñëè âñå åãî ñòîðîíû
ðàâíû.
Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ è ðàâíîáåäðåííûì.

Ñâîéñòâî �1 ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíî-
âàíèþ, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ABC � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, AB = BC, BD � áèñ-
ñåêòðèñà (ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ).
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABD è BCD: AB = BC, ∠ABD =

∠CBD, BD � îáùàÿ. Òàêèì îáðàçîì, 4ABD = 4BCD ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.
Èç ðàâåíñòâà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî AD = DC, ñëåäîâà-

òåëüíî, BD � ìåäèàíà.

Êðîìå òîãî, â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò
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ðàâíûå óãëû, à AB = BC, ñëåäîâàòåëüíî,

∠ADB = ∠CDB, (2)

íî ∠ADB+∠CDB = ∠ADC � ðàçâ¼ðíóòûé, ñëåäîâàòåëüíî, ∠ADB+
∠CDB = 180◦, îòêóäà ïðè ó÷¼òå (2): ∠ADB = 90◦ = ∠CDB, òî åñòü
BD � âûñîòà.

Âåðíû è äðóãèå óòâåðæäåíèÿ:
Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ,
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è ìåäèàíîé.
Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ,
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è âûñîòîé.

Ñâîéñòâî �2 ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó BD (ñì. ðèñóíîê èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû).
Òîãäà 4ABD = 4CBD ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó, ñëåäîâàòåëüíî, ∠A =
∠C.

Ïðèçíàêè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà

1. Åñëè â òðåóãîëüíèêå äâà óãëà ðàâíû, òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåä-
ðåííûé.

2. Åñëè â òðåóãîëüíèêå äâà èç òðåõ îáúåêòîâ: âûñîòà, áèññåêòðèñà,
ìåäèàíà � ñîâïàäàþò, òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Òåîðåìà î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ñòîðîíàìè è óãëàìè òðå-

óãîëüíèêà

Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë.
Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà.

Èç ýòîãî ñëåäóåò:
Òåîðåìà: íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

Â òðåóãîëüíèêå ñóììà ëþáûõ äâóõ ñòîðîí áîëüøå òðåòüåé ñòîðîíû.
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Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà: â òðåóãîëüíèêå ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ñòî-
ðîí ìåíüøå òðåòüåé ñòîðîíû.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 70◦, AB = BC. Íàéäèòå ∠B. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 47◦, AB = BC. Íàéäèòå ∠B. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 36◦, AB = BC. Íàéäèòå ∠B. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.
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4. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 38◦, AB = BC. Íàéäèòå ∠C. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 73◦, AB = BC. Íàéäèòå ∠C. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 32◦, AB = BC. Íàéäèòå âíåøíèé
óãîë ïðè âåðøèíå C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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7. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 50◦, AB = BC. Íàéäèòå âíåøíèé
óãîë ïðè âåðøèíå A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 39◦, AB = BC. Íàéäèòå âíåøíèé
óãîë ïðè âåðøèíå A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

9. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AB = BC, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå C
ðàâåí 108◦. Íàéäèòå ∠B. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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10. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AB = BC, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå A
ðàâåí 112◦. Íàéäèòå ∠B. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

11. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AB = BC, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå B
ðàâåí 104◦. Íàéäèòå ∠A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

12. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AB = BC, âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå B
ðàâåí 138◦. Íàéäèòå ∠C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

13. Îäèí èç óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 92◦. Íàéäèòå
êàêîé-íèáóäü äðóãîé åãî óãîë.
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14. Îäèí èç óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 124◦. Íàéäèòå
êàêîé-íèáóäü äðóãîé åãî óãîë.

15. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 90◦, BD � áèññåêòðèñà, AB = BC,
AC = 6. Íàéäèòå BD.

16. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 90◦, CD � âûñîòà, AC = BC, AB =
33. Íàéäèòå CD.
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17. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AB = BC, AD � âûñîòà, ∠CAD = 19◦.
Íàéäèòå ∠B. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

18. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AC = BC, BD � âûñîòà, ∠ABD = 25◦.
Íàéäèòå ∠C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

19. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AD � áèññåêòðèñà, AC = AD = BD. Íàé-
äèòå íàèìåíüøèé óãîë â òðåóãîëüíèêå ABC. Îòâåò äàéòå â ãðà-
äóñàõ.
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20. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 32◦, ∠B = 70◦. Íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû AC çà òî÷êó C îòëîæåí îòðåçîê CK = BC. Íàéäèòå
∠K òðåóãîëüíèêà BCK. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

21. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 52◦, ∠C = 71◦. Íà ïðîäîëæåíèè
ñòîðîíû BC çà òî÷êó B îòëîæåí îòðåçîê BD = AB. Íàéäèòå
∠D òðåóãîëüíèêà ABD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

22. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 40◦, ∠B = 110◦, AM � áèññåêòðèñà,
N � òàêàÿ òî÷êà íà AC, ÷òî AB = AN . Íàéäèòå ∠CMN . Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.
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23. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 51◦, ∠C = 77◦, BD � áèññåêòðèñà,
P � òàêàÿ òî÷êà íà AB, ÷òî PB = BC. Íàéäèòå ∠ADP . Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

24. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 22◦, ∠C = 40◦, BE � áèññåêòðèñà
âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå B, ïðè ýòîì òî÷êà E ëåæèò íà ïðî-
äîëæåíèè ñòîðîíû AC. Íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó
B âûáðàíà òî÷êà D, òàêèì îáðàçîì, ÷òî BC = BD. Íàéäèòå
∠CED. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 40. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠A = ∠C = 70◦. Òàê êàê ó ëþáîãî òðå-
óãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî ∠B = 180◦−70◦−70◦ = 40◦.

2. Îòâåò. 86. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠C = ∠A = 47◦. Òàê êàê ó ëþáîãî òðå-
óãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî ∠B = 180◦−47◦−47◦ = 86◦.

3. Îòâåò. 108. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠A = ∠C = 36◦. Òàê êàê ó ëþáîãî òðå-
óãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî ∠B = 180◦−36◦−36◦ = 108◦.

4. Îòâåò. 71. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠A = ∠C. Òàê êàê ó ëþáîãî òðåóãîëüíè-
êà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî 180◦ = 38◦+∠A+∠C = 38◦+2 ·∠A,
îòêóäà 2 · ∠A = 142◦, òîãäà ∠A = 71◦.

5. Îòâåò. 53,5. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠A = ∠C. Òàê êàê ó ëþáîãî òðåóãîëüíè-
êà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî 180◦ = 73◦+∠A+∠C = 73◦+2 ·∠A,
îòêóäà 2 · ∠A = 107◦, òîãäà ∠A = 53, 5◦.

6. Îòâåò. 106. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠A = ∠ACB. Òàê êàê ó ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî 180◦ = 32◦+∠A+∠C = 32◦+2∠A,
îòêóäà 2∠A = 148◦, òîãäà ∠A = 74◦.

Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà Câíåø = ∠A+∠B, òîãäà
èñêîìûé óãîë ðàâåí 32◦ + 74◦ = 106◦.

7. Îòâåò. 115. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠BAC = ∠C. Òàê êàê ó ëþáîãî òðåóãîëü-
íèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî 180◦ = 50◦+∠A+∠C = 50◦+2∠C,

13



îòêóäà 2∠C = 130◦, òîãäà ∠C = 65◦.

Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà Aâíåø = ∠B+∠C, òîãäà
èñêîìûé óãîë ðàâåí 50◦ + 65◦ = 115◦.

8. Îòâåò. 109,5. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû
ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠BAC = ∠C. Òàê êàê ó ëþáîãî òðå-
óãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî 180◦ = 39◦ + ∠A + ∠C =
39◦ + 2∠C, îòêóäà 2∠C = 141◦, òîãäà ∠C = 70, 5◦.

Ïî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà Aâíåø = ∠B+∠C, òîãäà
èñêîìûé óãîë ðàâåí 39◦ + 70, 5◦ = 109, 5◦.

9. Îòâåò. 36. Ðåøåíèå. Òàê êàê ãðàäóñíàÿ ìåðà ðàçâ¼ðíóòîãî óãëà
ðàâíà 180◦, òî ∠ACB = 180◦ − 108◦ = 72◦.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà
∠A = ∠ACB = 72◦.

Òàê êàê ó ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî ∠B =
180◦ − ∠A− ∠ACB = 36◦.

10. Îòâåò.
44. Ðåøåíèå. Òàê êàê ãðàäóñíàÿ ìåðà ðàçâ¼ðíóòîãî óãëà ðàâíà
180◦, òî ∠BAC = 180◦ − 112◦ = 68◦.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà
∠C = ∠BAC = 68◦.

Òàê êàê ó ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñóììà óãëîâ ðàâíà 180◦, òî ∠B =
180◦ − ∠BAC − ∠C = 44◦.

11. Îòâåò. 52. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëü-
íèêà, ∠A + ∠C = 104◦.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà
∠A = ∠C.

Òàêèì îáðàçîì, ∠A = 104◦ : 2 = 52◦.
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12. Îòâåò. 69. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëü-
íèêà, ∠A + ∠C = 138◦.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà
∠A = ∠C.

Òàêèì îáðàçîì, ∠C = 138◦ : 2 = 69◦.

13. Îòâåò. 44. Ðåøåíèå. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦. Â
ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû. Ïóñòü
92◦ � îäèí èç óãëîâ ïðè îñíîâàíèè, òîãäà ñóììà óãëîâ ïðè îñíî-
âàíèè ðàâíà 92◦+ 92◦ = 184◦ > 180◦ � ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, 92◦ �
óãîë ïðè âåðøèíå.

Ñóììà óãëîâ ïðè îñíîâàíèè ðàâíà 180◦− 92◦ = 88◦. Òàê êàê óãëû
ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî îáà îíè ïî 88◦ : 2 = 44◦.

14. Îòâåò. 28. Ðåøåíèå. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦. Â
ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû. Ïóñòü
124◦ � îäèí èç óãëîâ ïðè îñíîâàíèè, òîãäà ñóììà óãëîâ ïðè îñ-
íîâàíèè ðàâíà 124◦ + 124◦ = 248◦ > 180◦ � ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò,
124◦ � óãîë ïðè âåðøèíå.

Ñóììà óãëîâ ïðè îñíîâàíèè ðàâíà 180◦−124◦ = 56◦. Òàê êàê óãëû
ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî îáà îíè ïî 56◦ : 2 = 28◦.

15. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðè-
ñà, ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé, òîãäà
DC = 0, 5 · AC = 3.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî-
ãäà ∠DCB = ∠BAC = 90◦ : 2 = 45◦.
Òàê êàê BD � áèññåêòðèñà, òî ∠DBC == 1

2∠ABC = 45◦, òî åñòü
â òðåóãîëüíèêå DBC óãëû ïðè îñíîâàíèè BC ðàâíû, òîãäà òðå-
óãîëüíèê DBC � ðàâíîáåäðåííûé è BD = BC = 3.

16. Îòâåò. 16,5. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå âûñîòà,
ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è ìåäèàíîé, òî-
ãäà BD = 0, 5 · AB = 16, 5.
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Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî-
ãäà ∠DBC = ∠BAC = 90◦ : 2 = 45◦.
Òàê êàê CD � áèññåêòðèñà, ∠DCB = 45◦, òî åñòü â òðåóãîëüíèêå
DCB óãëû ïðè îñíîâàíèè BC ðàâíû, òîãäà òðåóãîëüíèê DCB �
ðàâíîáåäðåííûé è CD = BD = 16, 5.

17. Îòâåò. 38. Ðåøåíèå. Òàê êàê AD � âûñîòà, òî ∠CDA = 90◦,
òîãäà ∠CAD + ∠C = 90◦. ∠CAD = 19◦, òîãäà ∠C = 71◦.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî-
ãäà ∠CAB = ∠C = 71◦. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦,
òîãäà ∠B = 180◦ − ∠C − ∠CAB = 180◦ − 71◦ − 71◦ = 38◦.

18. Îòâåò. 50. Ðåøåíèå. Òàê êàê BD � âûñîòà, òî ∠ADB = 90◦,
òîãäà ∠A + ∠ABD = 90◦. ∠ABD = 25◦, òîãäà ∠A = 65◦.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî-
ãäà ∠CBA = ∠A = 65◦. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦,
òîãäà ∠C = 180◦ − ∠A− ∠CBA = 180◦ − 65◦ − 65◦ = 50◦.

19. Îòâåò. 36. Ðåøåíèå. Ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû. Òàê êàê AC = AD = BD, òî ∠ADC = ∠C,
∠B = ∠BAD.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà, ∠ADC = ∠B +
∠BAD = 2 · ∠B, òîãäà ∠C = 2 · ∠B > ∠B. ∠BAC = ∠BAD +
∠DAC = ∠B+∠DAC > ∠B. Òàêèì îáðàçîì, ∠B � íàèìåíüøèé.

Òàê êàê AD � áèññåêòðèñà, òî ∠BAC = 2 · ∠BAD = 2 · ∠B.
Èòîãî: ∠C = 2 · ∠B, ∠BAC = 2 · ∠B, çíà÷èò, ∠BAC + ∠B +
∠C = 5 · ∠B. Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî
5 · ∠B = 180◦, îòêóäà íàõîäèì ∠B = 36◦.

20. Îòâåò. 39. Ðåøåíèå. Ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû. Òàê êàê CK = BC, òî ∠CBK = ∠K.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà, ∠BCK = ∠A +
∠ABC = 32◦ + 70◦ = 102◦.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî ∠BCK +
∠CBK+∠K = 180◦, íî ∠CBK = ∠K, òîãäà 102◦+2 ·∠K = 180◦,
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îòêóäà íàõîäèì ∠K = 39◦.

21. Îòâåò. 28,5. Ðåøåíèå. Ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óãëû
ïðè îñíîâàíèè ðàâíû. Òàê êàê AB = BD, òî ∠BAD = ∠D.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà, ∠ABD = ∠C +
∠BAC = 71◦ + 52◦ = 123◦.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî ∠D+∠BAD+
∠ABD = 180◦, íî ∠BAD = ∠D, òîãäà 2 · ∠D + ∠ABD = 180◦,
îòêóäà íàõîäèì ∠D = 28, 5◦.

22. Îòâåò. 70. Ðåøåíèå. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òî-
ãäà ∠BAC = 180◦ − ∠B − ∠C = 180◦ − 110◦ − 40◦ = 30◦. Òàê êàê
AM � áèññåêòðèñà, òî ∠MAN = ·∠BAM = 15◦.

Òðåóãîëüíèêè ABM è ANM ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó
ìåæäó íèìè, òîãäà ∠BMA = ∠AMN . ∠BMA = 180◦−∠BAM−
∠B = 180◦ − 15◦ − 110◦ = 55◦, òîãäà ∠BMN = 2 · ∠BMA = 110◦.
Òîãäà ∠CMN = 180◦ − 110◦ = 70◦.

23. Îòâåò. 26. Ðåøåíèå. Ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦,
òîãäà ∠ABC = 180◦−∠A−∠C = 180◦− 51◦− 77◦ = 52◦. Òàê êàê
BD � áèññåêòðèñà, òî ∠CBD = 0, 5 · ∠ABC = 26◦.

Òðåóãîëüíèêè PBD è CBD ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæ-
äó íèìè, òîãäà ∠PDB = ∠CDB. ∠CDB = 180◦−∠CBD−∠C =
180◦ − 26◦ − 77◦ = 77◦, òîãäà ∠PDC = 2 · ∠CDB = 154◦. Òîãäà
∠ADP = 180◦ − 154◦ = 26◦.

24. Îòâåò. 18. Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå î âíåøíåì óãëå òðåóãîëü-
íèêà, ∠CBD = ∠A + ∠ACB = 22◦ + 40◦ = 62◦.

Òàê êàê BE � áèññåêòðèñà ∠CBD, òî ∠CBE = 0, 5·∠CBD = 31◦.

∠BCE = 180◦ − ∠ACB = 140◦.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî ∠BEC =
180◦ − ∠CBE − ∠BCE = 9◦.

Òðåóãîëüíèêè BCE è BDE ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæ-
äó íèìè, òîãäà ∠CED = 2 · ∠BEC = 18◦.
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Óðîê 6. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

Îïðåäåëåíèÿ

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå áîëüøàÿ ñòîðîíà (òî åñòü ñòîðîíà,
ëåæàùàÿ íàïðîòèâ ïðÿìîãî óãëà) íàçûâàåòñÿ ãèïîòåíóçîé.
Äâå äðóãèå ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ êàòåòàìè.

Ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

1. Ñóììà îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 90◦.

2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦,
ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû.

3. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè êàòåò ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî îí
ëåæèò ïðîòèâ óãëà 30◦.

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ

1. Åñëè äâà êàòåòà îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû äâóì êàòåòàì äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
(ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ)

2. Åñëè êàòåò è ãèïîòåíóçà îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû êàòåòó è ãèïîòåíóçå äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
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(ñëåäóåò èç ÷åòâåðòîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ)

3. Åñëè êàòåò è îñòðûé óãîë îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû êàòåòó è îñòðîìó óãëó äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
(ñëåäóåò èç âòîðîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ)

4. Åñëè ãèïîòåíóçà è îñòðûé óãîë îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó äðóãîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
(ñëåäóåò èç âòîðîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ)

Çàìå÷àíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî ðàâåíñòâó
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ (íå ñ÷èòàÿ ïðÿìîãî óãëà) ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ,
ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç íèõ � ñòîðîíà.

Òåîðåìà Ïèôàãîðà

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò äëèíû ãèïîòåíóçû ðàâåí
ñóììå êâàäðàòîâ äëèí êàòåòîâ.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, óãîë A ðàâåí 30◦, AB =
2
√
3. Íàéäèòå âûñîòó CH.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, CH � âûñîòà, óãîë A
ðàâåí 30◦. Íàéäèòå AH, åñëè AB = 2.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90◦, CH � âûñîòà, óãîë A
ðàâåí 30◦. Íàéäèòå BH, åñëè AB = 4.
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4. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = BC = AC = 2
√
3. Íàéäèòå âûñîòó

CH.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

5. Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòà CH ðàâíà 2
√
3.

Íàéäèòå AB.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC = 4, ∠C = 30◦. Íàéäèòå âûñîòó
AH.

5



7. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, âûñîòà AH ðàâíà 4, óãîë C
ðàâåí 30◦. Íàéäèòå BC.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC = 2
√
3, ∠C = 120◦. Íàéäèòå

âûñîòó AH.

6



9. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, ∠C = 120◦, AB = 2
√
3. Íàéäèòå

AC.

10. Â òðåóãîëüíèêå ABC AC = BC, ∠C = 120◦, AC = 2
√
3. Íàéäèòå

AB.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 1,5. Ðåøåíèå. Òàê êàê êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦,
ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî BC = 0, 5AB =

√
3.

Ïî ñâîéñòâó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ∠BCH = ∠A = 30◦,
ñëåäîâàòåëüíî, èç 4BCH: HB = 0, 5BC =

√
3 : 2.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 4BCH:

CH =
√
BC2 −BH2 =

√
9

4
= 1, 5

2. Îòâåò. 1,5. Ðåøåíèå. Òàê êàê êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦,
ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî BC = 0, 5AB = 1.
Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 4ABC:

AC =
√
AB2 −BC2 =

√
3

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî 4AHC: HC = 0, 5AC =
√
3 : 2. Òîãäà ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà

AH =
√
AC2 −HC2 = 1, 5

3. Îòâåò. 1. Ðåøåíèå. Òàê êàê êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦,
ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî BC = 0, 5AB = 2.
Ïî ñâîéñòâó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ∠BCH = ∠A = 30◦,
ñëåäîâàòåëüíî, èç 4BCH: HB = 0, 5BC = 1.

4. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Òàê êàê AC = BC, òî CH òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìåäèàíîé, ñëåäîâàòåëüíî, AH = 0, 5AB =

√
3. Òîãäà ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà èç 4ACH:

CH =
√
AC2 − AH2 = 3

5. Îòâåò. 4. Ðåøåíèå. Òàê êàê AC = BC, òî CH òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ìåäèàíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè AH = a, òî AB = AC = 2a. Òîãäà
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 4ACH:

AC2 = AH2+CH2 ⇒ 4a2 = a2+12 ⇒ a = 2 ⇒ AB = 2a = 4

8



6. Îòâåò. 2. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ACH. Êàòåò,
ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëåäîâà-
òåëüíî, AH = 0, 5AC = 2.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå BC = 4 â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ëèø-

íèì.

7. Îòâåò. 8. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ACH. Êàòåò,
ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëåäîâà-
òåëüíî, 4 = AH = 0, 5AC, îòêóäà 8 = AC = BC.

8. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ACH. Òàê
êàê ∠ACB = 120◦, òî ∠ACH = 180◦−120◦ = 60◦. Ñëåäîâàòåëüíî,
∠HAC = 90◦− 60◦ = 30◦. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí
ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëåäîâàòåëüíî, HC = 0, 5AC =

√
3. Òîãäà

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

AH =
√
AC2 −HC2 = 3

9. Îòâåò. 2. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4AHB.

Òàê êàê ∠C = 120◦ è AC = CB, òî ∠B = (180◦ − 120◦) : 2 = 30◦.
Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëå-
äîâàòåëüíî, HA = 0, 5AB =

√
3.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ACH. Òàê êàê ∠ACB = 120◦, òî
∠ACH = 180◦− 120◦ = 60◦. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠HAC = 90◦− 60◦ =
30◦. Ñëåäîâàòåëüíî, HC = 0, 5AC. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

AC2 = HC2 +HA2 ⇒ AC2 =
AC2

4
+ 3 ⇒ AC = 2
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10. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì CK ⊥ AB:

Òàê êàê 4ABC ðàâíîáåäðåííûé, òî CK òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåäèà-
íîé è áèññåêòðèñîé, ñëåäîâàòåëüíî, AK = 0, 5AB è ∠ACK = 60◦.
Òîãäà ∠CAK = 90◦− 60◦ = 30◦. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦,
ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî åñòü CK = 0, 5AC =

√
3. Òîãäà ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AK =
√
AC2 − CK2 = 3 ⇒ AB = 2AK = 6

10



Óðîê 7. Îñíîâíûå âàæíûå ôàêòû î áèññåêòðèñå, ìåäèàíå, âûñîòå è
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå.

×àñòü 1

Íàïîìíèì åùå ðàç îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèÿ
Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðå-

óãîëüíèêà ñ ñåðåäèíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.

Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê áèññåêòðèñû óãëà òðå-
óãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ñòîðîíû.

Âûñîòà òðåóãîëüíèêà � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä¼ííûé èç âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðî-
íó.

Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè � ýòî äëèíà îòðåçêà ñ êîí-
öàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé � ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà,
ïðîâåäåííîãî èç äàííîé òî÷êè ê ïðÿìîé.

Òåîðåìû (ÃÌÒ áèññåêòðèñû)
1. Êàæäàÿ òî÷êà áèññåêòðèñû óãëà ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà.
2. Åñëè òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà, òî îíà ëåæèò íà åãî

áèññåêòðèñå.

Äîêàçàòåëüñòâî
1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè KA = KB, òî OK � áèññåêòðèñà.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè AOK è BOK: îíè ðàâíû ïî êàòåòó è ãè-
ïîòåíóçå, ñëåäîâàòåëüíî, ∠AOK = ∠BOK, ÷òä.

2) Äîêàæåì, ÷òî åñëè OK � áèññåêòðèñà, òî KA = KB.
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Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèêèAOK èBOK ðàâíû ïî ãèïîòåíóçå è îñòðî-
ìó óãëó, ñëåäîâàòåëüíî, KA = KB, ÷òä.

Òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè áèññåêòðèñ
Áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Òåîðåìû
1. Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó íà ÷àñòè, ïðîïîð-

öèîíàëüíûå ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì:

2. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè îòðåçîê, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà ê ñòîðîíå, äåëèò ýòó ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëü-
íûå ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì, òî ýòî áèññåêòðèñà.
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Òåîðåìû (ÃÌÒ ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà)
1. Êàæäàÿ òî÷êà ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó ðàâíîóäà-

ëåíà îò êîíöîâ îòðåçêà.

2. Åñëè òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò êîíöîâ îòðåçêà, òî îíà ëåæèò íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê íåìó.

Òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ
Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêà-

þòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè âûñîò èëè èõ ïðîäîëæåíèé
Âûñîòû òðåóãîëüíèêà èëè èõ ïðîäîëæåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.

Òåîðåìû
1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê ãèïîòå-

íóçå, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû.

2. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ìåäèàíà ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû, ê êî-
òîðîé îíà ïðîâåäåíà, òî îíà ïðîâåäåíà èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà.

Äîêàçàòåëüñòâî
1) Äîêàæåì, ÷òî åñëè 4ABC � ïðÿìîóãîëüíûé, òî BM = 1

2AC,
ãäå M � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AC.

Ïðîâåäåì CD ‖ AB, ïðè÷åì D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CD
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ñ ïðÿìîé BM . Òîãäà ∠DCB = 90◦, ∠AMB = ∠DMC êàê âåðòè-
êàëüíûå, ∠ABM = ∠MDC êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè AB ‖ CD è
ñåêóùåé BD. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì 4AMB =
4DMC. Îòñþäà BM = MD è AB = CD. Íî òîãäà 4ABC =
4BCD ïî äâóì êàòåòàì: BC � îáùèé, AB = CD. Ñëåäîâàòåëüíî,
AC = BD. Òàê êàê AM � ïîëîâèíà AC, BM � ïîëîâèíà BD, òî
AM = BD, ÷òä.

2) Äîêàæåì, ÷òî åñëè â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíà BM = AM =
MC, òî ∠B = 90◦.

Òðåóãîëüíèêè AMB è CMB � ðàâíîáåäðåííûå, ñëåäîâàòåëüíî,
∠BAM = ∠ABM = α, ∠MBC = ∠MCB = β.

Ò.ê. ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî äëÿ 4ABC:

α + (α + β) + β = 180◦ ⇒ α + β = 90◦ ⇒ ∠B = 90◦, ÷òä.

Òåîðåìà
Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îò-

íîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.

Òåîðåìà î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí
Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïðîâåäåì ìåäèàíû AD è BE. Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
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Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî AO : OD = 2 : 1. Ïðîâåäåì ìå-
äèàíó CM . Òàê êàê ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå îíà äåëèò ìåäèàíó AD
â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû A, òî ìåäèàíà CM ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó O. Òàêèì îáðàçîì, âñå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AB = BC, BM � áèññåêòðèñà, AC = 5.
Íàéäèòå AM .

2. Â òðåóãîëüíèêåABC:BM � âûñîòà, ïðè÷åìAM =MC, ∠ABM =
28◦. Íàéäèòå ∠ABC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 90◦, CE � ìåäèàíà, ∠ACE = 50◦.
Íàéäèòå ∠B. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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4. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 90◦, BE � ìåäèàíà, ∠CBE = 25◦.
Íàéäèòå ∠AEB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 90◦, BE � ìåäèàíà, ∠CBE = 22◦.
Íàéäèòå ∠BAC. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AD è BE � âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êå F , ∠EFD = 104◦. Íàéäèòå ∠C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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7. Â òðåóãîëüíèêå ABC: CE è BF � âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êå T , ∠CTB = 152◦. Íàéäèòå ∠A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC: CE è BF � âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â
òî÷êå T , ∠ETB = 31◦. Íàéäèòå ∠A. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

8



Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

9. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 60◦, ∠C = 80◦, AD è CE � âûñî-
òû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå ∠EFD. Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.

10. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AE è BF � âûñîòû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷-
êå O, ∠FBC = 19◦. Íàéäèòå ∠FOE. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

11. Â òðåóãîëüíèêå ABC: BM è CN � ìåäèàíû, BM = CN , O �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BM è CN , ∠OBC = 36◦. Íàéäèòå ∠BOC.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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12. Â òðåóãîëüíèêå ABC: BF è AE � ìåäèàíû, AE = BF , O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BF è AE, ∠FOE = 147◦. Íàéäèòå ∠ABO. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

13. Â òðåóãîëüíèêå ABC: BN è CM � ìåäèàíû, P � òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ BN è CM , ∠PBC = 35◦, ∠BPC = 110◦, AB = 4. Íàéäèòå
NC.

14. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå AC îòìå÷åíû òî÷êèM è N òàê,
÷òî M � ñåðåäèíà AN , à BN � ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå BMC.
Âî ñêîëüêî ðàç AC äëèíåå, ÷åì MN?
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15. Â òðåóãîëüíèêå ABC: BM � áèññåêòðèñà, íà ñòîðîíàõ AB è BC
âûáðàíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì ïåðïåíäèêóëÿð ê
AB, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó P è ïåðïåíäèêóëÿð ê BC, ïðîõîäÿ-
ùèé ÷åðåç òî÷êó Q, ïåðåñåêëèñü â òî÷êå K, ëåæàùåé íà áèññåê-
òðèñå BM . Íàéäèòå PK, åñëè èçâåñòíî, ÷òî KQ = 33.

16. Â òðåóãîëüíèêå ABC: BP è AQ � áèññåêòðèñû, ïåðåñåêàþùèåñÿ
â òî÷êå K, ∠C = 75◦. Íàéäèòå ∠PKQ. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

17. Â òðåóãîëüíèêåABC:BM � áèññåêòðèñà, ïðè÷åìAM = 3,MC =
5, BC = 10. Íàéäèòå AB.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 2,5. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå áèññåê-
òðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé,
òîãäà BM � ìåäèàíà è AM = MC. Òàêèì îáðàçîì, 5 = AC =
AM +MC = 2 · AM , îòêóäà íàõîäèì AM = 2, 5.

2. Îòâåò. 56. Ðåøåíèå. â òðåóãîëüíèêàõ ABM è BMC:

AM =MC,

∠AMB = ∠BMC,

MB � îáùàÿ,

òîãäà òðåóãîëüíèêè ABM è BMC ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óã-
ëó ìåæäó íèìè è, çíà÷èò, AB = BC, òî åñòü òðåóãîëüíèê ABC �
ðàâíîáåäðåííûé. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà, ïðî-
âåä¼ííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è âûñîòîé, çíà÷èò
∠MBC = ∠ABM = 28◦, òîãäà ∠ABC = 2 · ∠ABM = 56◦.

3. Îòâåò. 40. Ðåøåíèå. ∠ECB = ∠ACB −∠ACE = 40◦. Â ïðÿìî-
óãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà
ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òîãäà CE = BE, çíà÷èò òðåóãîëüíèê CEB
� ðàâíîáåäðåííûé. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñ-
íîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠B = ∠ECB = 40◦.

4. Îòâåò. 50. Ðåøåíèå. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà,
ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òîãäàCE =
BE, çíà÷èò òðåóãîëüíèê CEB � ðàâíîáåäðåííûé. Â ðàâíîáåä-
ðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠C =
∠CBE = 25◦.

Òàê êàê âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå äâóõ óãëîâ òðå-
óãîëüíèêà íå ñìåæíûõ ñ íèì, òî ∠AEB = ∠C + ∠CBE = 50◦.

5. Îòâåò. 68. Ðåøåíèå. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ìåäèàíà,
ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òîãäàAE =
BE, çíà÷èò òðåóãîëüíèê AEB � ðàâíîáåäðåííûé. Â ðàâíîáåäðåí-
íîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠A = ∠ABE.
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Òàê êàê ∠B = 90◦, ∠CBE = 22◦, òî ∠ABE = 90◦ − 22◦ = 68◦,
îòêóäà ∠BAC = 68◦.

6. Îòâåò. 76.Ðåøåíèå. ∠AFE = 180◦−∠EFD = 76◦, òîãäà ∠FAE =
90◦ − ∠AFE = 14◦ (òàê êàê ∠FEA = 90◦). Òðåóãîëüíèê ADC �
ïðÿìîóãîëüíûé. ∠C = 90◦ − ∠FAE = 76◦.

7. Îòâåò. 28.Ðåøåíèå. ∠FTC = 180◦−∠CTB = 28◦, òîãäà ∠TCF =
90◦ − ∠FTC = 62◦ (òàê êàê ∠TFC = 90◦). Òðåóãîëüíèê AEC �
ïðÿìîóãîëüíûé. ∠A = 90◦ − ∠TCF = 28◦.

8. Îòâåò. 31. Ðåøåíèå. ∠FTE = 180◦ − ∠ETB = 149◦.
∠A+∠AET+∠AFT+∠FTE = 360◦, îòêóäà ∠A+90◦+90◦+149◦ =
360◦, ñëåäîâàòåëüíî, ∠A = 31◦.

9. Îòâåò. 140.Ðåøåíèå. ÒðåóãîëüíèêAEC � ïðÿìîóãîëüíûé, ∠A =
60◦, òîãäà ∠ACE = 90◦ − 60◦ = 30◦. Àíàëîãè÷íî â òðåóãîëüíèêå
ADC íàõîäèì, ÷òî ∠DAC = 10◦.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òî ∠AFC = 180◦−
10◦−30◦ = 140◦. Óãëû AFC è EFD ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå, òî-
ãäà ∠EFD = 140◦.

10. Îòâåò. 109.Ðåøåíèå. ÒðåóãîëüíèêBOE � ïðÿìîóãîëüíûé, ∠OBE =
19◦, òîãäà ∠BOE = 90◦ − 19◦ = 71◦. ∠FOE � ñìåæíûé ñ ∠BOE,
òîãäà èõ ñóììà ðàâíà 180◦ è, çíà÷èò, ∠FOE = 109◦.

11. Îòâåò. 108. Ðåøåíèå. Â òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû òî÷êîé ïåðåñå-
÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Òàê êàê

BM = CN , òî BO =
2

3
BM =

2

3
CN = CO, òîãäà òðåóãîëüíèê

BOC � ðàâíîáåäðåííûé. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû
ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠OCB = ∠OBC = 36◦.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî ∠BOC =
180◦ − ∠OBC − ∠OCB = 180◦ − 36◦ − 36◦ = 108◦.
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12. Îòâåò. 16,5. Ðåøåíèå. ∠AOB = ∠FOE = 147◦ (êàê âåðòèêàëü-
íûå).

Â òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøå-
íèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Òàê êàê AE = BF , òî AO =
2

3
AE =

2

3
BF = BO, òîãäà òðåóãîëüíèê ABO � ðàâíîáåäðåííûé.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà
∠OAB = ∠ABO.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî 180◦ = ∠OAB+
∠ABO + ∠AOB = 2 · ∠ABO + 147◦, îòêóäà ∠ABO = 16, 5◦.

13. Îòâåò. 2. Ðåøåíèå. Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà
180◦, òî ∠PCB = 180◦ − 110◦ − 35◦ = 35◦ = ∠PBC, çíà÷èò,
òðåóãîëüíèê PBC � ðàâíîáåäðåííûé è PB = PC.

Â òðåóãîëüíèêå ìåäèàíû òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøå-
íèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Òàê êàê PB = PC, òî MP =
0, 5 · PC = 0, 5 · PB = PN .

∠MPB è ∠NPC � âåðòèêàëüíûå, à çíà÷èò, ðàâíûå.

Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè MPB è PNC � ðàâíû (ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè), òîãäà NC =MB = 0, 5 · AB = 2.

14. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. AM =MN ,

MN = NC,

òîãäà AC = AM +MN +NC = 3 ·MN .

AC :MN = 3.

15. Îòâåò. 33. Ðåøåíèå. Òàê êàê êàæäàÿ òî÷êà áèññåêòðèñû óãëà
ðàâíîóäàëåíà îò åãî ñòîðîí, òî PK = KQ = 33.

Ïîêàæåì ýòî ïîäðîáíåå:

òðåóãîëüíèêè PKB è BKQ � ïðÿìîóãîëüíûå, èìåþùèå îáùóþ
ãèïîòåíóçó è ∠PBK = ∠KBQ, òîãäà òðåóãîëüíèêè PKB èBKQ
ðàâíû ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó, çíà÷èò, PK = KQ.

16. Îòâåò. 127,5. Ðåøåíèå. ∠AKB = ∠PKQ, òàê êàê îíè âåðòè-
êàëüíûå.
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∠KAB = 0, 5·∠CAB, ∠ABK = 0, 5·∠ABC, òîãäà ïðè ó÷¼òå òîãî,
÷òî ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦ (∠CAB + ∠ABC +
∠C = 180◦):

∠KAB + ∠ABK = 0, 5 · (∠CAB + ∠ABC) = 0, 5 · (180◦ − 75◦) =
52, 5◦, çíà÷èò,

∠AKB = 180◦−(∠KAB+∠ABK) = 180◦−52, 5◦ = 127, 5◦. Òàêèì
îáðàçîì, ∠PKQ = 127, 5◦.

17. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå î áèññåêòðèñå (áèññåêòðèñà òðå-
óãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó íà ÷àñòè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðè-

ëåæàùèì ñòîðîíàì) èìååì:
AB

AM
=

BC

MC
, òîãäà

AB

3
=

10

5
= 2,

îòêóäà AB = 6.
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Óðîê 8. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

Îïðåäåëåíèÿ

Ìíîãîóãîëüíèê � ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç n òî-

÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è îòðåçêîâ,

ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè.

Äèàãîíàëü ìíîãîóãîëüíèêà � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå íåñî-

ñåäíèå âåðøèíû.

Ðàçëè÷àþò âûïóêëûå è íåâûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè.

Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îí íàõîäèòñÿ â îäíîé

ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ëþáóþ åãî ñòîðî-

íó.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëü-

íèêîâ. Â øêîëüíîì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî âûïóêëûå ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêè. Ïîýòîìó äàëåå �âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê� áóäåì

ñîêðàùåííî íàçûâàòü �÷åòûðåõóãîëüíèê�.

Òåîðåìà

Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà 360◦.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD è ïðîâåäåì åãî äèàãîíàëü

AC. Îíà ðàçáèëà ÷åòûðåõóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà. Ñóììà óã-

ëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, ñëåäîâàòåëüíî:

360◦ = 180◦ + 180◦ = (∠DAC + ∠D + ∠ACD) + (∠CAB + ∠B + ∠ACB) =

= ∠D + ∠B + (∠DAC + ∠CAB) + (∠ACD + ∠ACB) = ∠D + ∠B + ∠A + ∠C

Òåîðåìà

Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà 180◦ ·
(n− 2), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.
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Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ îñíîâíûõ âèäîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

Âñå èçâåñòíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, èçó÷àåìûå â øêîëüíîé ïðîãðàììå,

ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìå:

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ÷åòûðåõóãîëüíèê èç ýòîé ñõåìû îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ îí ñëå-

äóåò.

Ýòà ñõåìà âàì ïîìîæåò â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ äàííûõ ÷åòûðåõóãîëü-

íèêîâ.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå óãëû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè îíè ðàâíû äðóã

äðóãó.

2. Ñêîëüêî ñòîðîí èìååò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, êàæäûé óãîë

êîòîðîãî ðàâåí 120◦?

3. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ âûïóêëîãî äåñÿòèóãîëüíèêà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íå âñå óãëû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ðàâíû äðóã äðóãó, òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ òóïîé.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

5. Íàéäèòå óãëû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè îíè ïðîïîðöè-

îíàëüíû ÷èñëàì 1, 2, 4, 5.

6. Ñêîëüêî ñòîðîí èìååò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, êàæäûé óãîë

êîòîðîãî ðàâåí 108◦?

7. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà.
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Îòâåòû è óêàçàíèÿ

1. 90◦.

2. 6.

3. 1440.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü âñå óãëû ïðÿìûå èëè îñò-

ðûå. Òàê êàê ñóùåñòâóåò õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ óãëà, òî ñóùå-

ñòâóåò õîòÿ áû îäèí îñòðûé óãîë. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè óãëà ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà 6 90◦, à ÷åòâåðòûé < 90◦, îòêóäà ñóììà âñåõ óãëîâ

÷åòûðåõóãîëüíèêà < 360◦, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñóììà óã-
ëîâ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà 360◦.

5. Óêàçàíèå. Ïðèíÿòü óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà çà x, 2x, 4x, 5x. Îòâåò.
30◦, 60◦, 120◦, 150◦.

6. 5.

7. 540◦.
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Óðîê 9. Ïàðàëëåëîãðàìì

Îïðåäåëåíèå
Ïàðàëëåëîãðàìì � ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâîïî-

ëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.

Òåîðåìà (ïåðâûé ïðèçíàê ïàðàëëåëîãðàììà)
Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå äâå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, òî

ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû AB è CD ïàðàëëåëüíû

è AB = CD.

Ïðîâåä¼ì äèàãîíàëü AC, ðàçäåëÿþùóþ äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê
íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà: ABC è CDA. Ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâ-
íû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè (AC � îáùàÿ ñòîðîíà,
AB = CD ïî óñëîâèþ, ∠1 = ∠2 êàê íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè
ïåðåñå÷åíèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AB è CD ñåêóùåé AC), ïîýòîìó
∠3 = ∠4. Íî óãëû 3 è 4 íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ
AD è BC ñåêóùåé AC, ñëåäîâàòåëüíî, AD ‖ BC. Òàêèì îáðàçîì,
â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ïà-
ðàëëåëüíû, è, çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Òåîðåìà (âòîðîé ïðèçíàê ïàðàëëåëîãðàììà)
Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâ-

íû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì.

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ïðîâåä¼ì äèàãîíàëü AC äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, ðàç-
äåëÿþùóþ åãî íà òðåóãîëüíèêè ABC è CDA.

Ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì (AC � îáùàÿ, AB =
CD è BC = DA ïî óñëîâèþ), ïîýòîìó ∠1 = ∠2 � íàêðåñò ëåæàùèå
ïðè AB è CD è ñåêóùåé AC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî AB ‖ CD. Òàê êàê
AB = CD è AB ‖ CD, òî ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ïàðàëëåëîãðàììà
÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Òåîðåìà (òðåòèé ïðèçíàê ïàðàëëåëîãðàììà)
Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ è òî÷êîé ïåðåñå-

÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì äèàãîíàëè AC è

BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O è äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé ïîïîëàì.

Òðåóãîëüíèêè AOB è COD ðàâíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêîâ (AO = OC, BO = OD ïî óñëîâèþ, ∠AOB = ∠COD
êàê âåðòèêàëüíûå óãëû), ïîýòîìó AB = CD è ∠1 = ∠2. Èç ðàâåíñòâà
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óãëîâ 1 è 2 (íàêðåñò ëåæàùèå ïðè AB è CD è ñåêóùåé AC) ñëåäóåò,
÷òî AB ‖ CD.
Èòàê, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíû AB è CD ðàâíû è ïà-

ðàëëåëüíû, çíà÷èò, ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ïàðàëëåëîãðàììà ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Ñâîéñòâà ïàðàëëåëîãðàììà:
1. Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïðîòè-

âîïîëîæíûå óãëû ðàâíû.

2. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïî-
ëàì.
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Ñâîéñòâà áèññåêòðèñû ïàðàëëåëîãðàììà:
1. Áèññåêòðèñà ïàðàëëåëîãðàììà îòñåêàåò îò íåãî ðàâíîáåäðåííûé

òðåóãîëüíèê.

2. Áèññåêòðèñû îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ïåðåñåêà-
þòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

3. Îòðåçêè áèññåêòðèñ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíû è ïàðàëëåëü-
íû.

Äîêàçàòåëüñòâî
1) Ïóñòü ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, AE � áèññåêòðèñà óãëà BAD.

Óãëû 1 è 2 ðàâíû êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
AD è BC è ñåêóùåé AE. Óãëû 1 è 3 ðàâíû, òàê êàê AE � áèññåê-
òðèñà. Â èòîãå ∠3 = ∠1 = ∠2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ABE
� ðàâíîáåäðåííûé.

2) Ïóñòü ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, AN è BM� áèññåêòðèñû óãëîâ
BAD è ABC ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàê êàê ñóììà îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è
ñåêóùåé ðàâíà 180◦, òîãäà ∠DAB + ∠ABC = 180◦.

Òàê êàêAN èBM � áèññåêòðèñû, òî ∠BAN+∠ABM = 0, 5(∠DAB+
∠ABC) = 0, 5 · 180◦ = 90◦, îòêóäà ∠AOB = 180◦ − (∠BAN +
∠ABM) = 90◦.

3. Ïóñòü AN è CM � áèññåêòðèñû óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.

Òàê êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû, òî ∠2 =
0, 5 · ∠BAD = 0, 5 · ∠BCD = ∠1. Êðîìå òîãî, óãëû 1 è 3 ðàâíû
êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ AD è BC è ñåêó-
ùåé CM , òîãäà ∠2 = ∠3, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî AN ‖ CM . Êðîìå
òîãî, AM ‖ CN , òîãäà ANCM � ïàðàëëåëîãðàìì, ñëåäîâàòåëüíî,
AN = CM .

5



Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 100, åãî áîëüøàÿ ñòîðîíà ðàâíà
32. Íàéäèòå ìåíüøóþ ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà.

2. Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 15. Ïðè ýòîì îäíà ñòîðîíà ýòî-
ãî ïàðàëëåëîãðàììà íà 5 áîëüøå äðóãîé. Íàéäèòå ìåíüøóþ ñòî-
ðîíó ïàðàëëåëîãðàììà.

3. Èç òî÷êè C ïàðàëëåëîãðàììà ABCD îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿð
íà ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû AD çà òî÷êó D. Ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð
ïåðåñ¼ê ïðÿìóþ AD â òî÷êå E, ïðè÷¼ì CE = DE. Íàéäèòå ∠B
ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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4. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ñóììà äëèí äèàãîíàëåé ðàâíà 10, à
ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà 2. Íàéäèòå íàè-
ìåíüøèé èç ïåðèìåòðîâ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äèàãîíàëè äå-
ëÿò ïàðàëëåëîãðàìì ABCD.

5. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AN è BM ,
∠ABM = 58◦. Íàéäèòå ∠BAN . Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AN , òî÷êà N
ëåæèò íà ñòîðîíå BC, ïðè÷¼ì NC = 3, AB = 5. Íàéäèòå ïåðè-
ìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.

7. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà N òàê,
÷òî AB = BN , ∠B = 150◦. Íàéäèòå ∠NAD. Îòâåò äàéòå â ãðà-
äóñàõ.
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8. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: BC = 2 · AB, AN è CM � áèññåê-
òðèñû, AB = 4. Íàéäèòå NM .
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

9. Áèññåêòðèñû óãëîâ B è C ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ
íà ñòîðîíå AD. Íàéäèòå BC, åñëè AB = 4.

10. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AN è BE
îäíîñòîðîííèõ óãëîâ. Íàéäèòå BE, åñëè AN = 16, AB = 10.

11. Îäèí óãîë ïàðàëëåëîãðàììà áîëüøå äðóãîãî íà 70◦. Íàéäèòå áîëü-
øèé óãîë. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

12. Íàéäèòå óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðè-
ëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

13. Áèññåêòðèñà òóïîãî óãëà ïàðàëëåëîãðàììà äåëèò ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ ñòîðîíó â îòíîøåíèè 4 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû îñòðîãî óãëà.
Íàéäèòå áîëüøóþ ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè åãî ïåðèìåòð
ðàâåí 88.
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14. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ äâóõ óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðè-
ëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, ïðèíàäëåæèò ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíå. Ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 5. Íàéäèòå åãî
áîëüøóþ ñòîðîíó.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 18. Ðåøåíèå. Òàê êàê ó ïàðàëëåëîãðàììà ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ñòîðîíû ðàâíû, òî åãî ïåðèìåòð ðàâåí óäâîåííîé ñóììå åãî
íåïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí, òîãäà ñóììà áîëüøåé è ìåíüøåé ñòîðîí
ðàâíà 100 : 2 = 50, çíà÷èò, ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëîãðàììà
ðàâíà 50− 32 = 18.

2. Îòâåò. 1,25. Ðåøåíèå. Ó ïàðàëëåëîãðàììà ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ðàâíû. Ïóñòü BC = AB + 5, òîãäà ïåðèìåòð ïàðàëëå-
ëîãðàììà ABCD ðàâåí AB +BC +CD +AD = AB +AB + 5 +
AB + AB + 5 = 4 · AB + 10 = 15, îòêóäà íàõîäèì AB = 1, 25.
Òîãäà ìåíüøàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 1, 25.

3. Îòâåò. 135. Ðåøåíèå. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå óãëû ïðè
îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠EDC = ∠DCE. Òàê êàê ∠DEC = 90◦,
à ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, òî ∠EDC = 45◦, òîãäà
∠ADC = 180◦ − 45◦ = 135◦. Òàê êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâî-
ïîëîæíûå óãëû ðàâíû, òî ∠B = ∠ADC = 135◦.

4. Îòâåò. 7. Ðåøåíèå. Â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ
è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Ïóñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
äèàãîíàëåé � òî÷êà O, òîãäà AO + BO = 0, 5(AC + BD) = 5 =
AO +OD = OD +OC = OC +OB.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèìåòð êàæäîãî èç òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå
äèàãîíàëè äåëÿò ïàðàëëåëîãðàìì ABCD, ðàâåí ïîëóñóììå äèà-
ãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïëþñ ñòîðîíà ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Òîãäà íàèìåíüøèì áóäåò ïåðèìåòð òîãî èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ,
ñòîðîíîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ìåíüøèõ ñòîðîí ïàðàëëåëî-
ãðàììà è ðàâåí îí 5 + 2 = 7.

5. Îòâåò. 32. Ðåøåíèå. Ñóììà îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé ðàâíà 180◦, òîãäà ∠DAB + ∠ABC =
180◦.
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Òàê êàêAN èBM � áèññåêòðèñû, òî ∠BAN+∠ABM = 0, 5(∠DAB+
∠ABC) = 90◦.

∠ABM = 58◦, òîãäà ∠BAN = 90◦ − 58◦ = 32◦.

6. Îòâåò. 26. Ðåøåíèå. Òàê êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óã-
ëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé ðàâíû, òî ∠BNA =
∠NAD.

Òàê êàê AN � áèññåêòðèñà, òî ∠NAD = ∠BAN , îòêóäà ïîëó÷àåì
∠BNA = ∠BAN .

Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê ABN � ðàâíîáåäðåííûé, BN = AB,
òîãäà BC = BN + NC = 5 + 3 = 8. Â èòîãå, ïåðèìåòð ïàðàëëå-
ëîãðàììà ABCD ðàâåí 8 + 8 + 5 + 5 = 26.

7. Îòâåò. 15. Ðåøåíèå. Òàê êàê â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå
óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî ∠BAN = ∠BNA.

Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî ∠BAN =
∠BNA = 15◦.

Òàê êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ è ñåêóùåé ðàâíû, òî ∠NAD = ∠BNA = 15◦.

8. Îòâåò. 4. Ðåøåíèå. Âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé ðàâíû, òîãäà ∠BNA = ∠NAD, íî
∠NAD = ∠BAN , òîãäà ∠BNA = ∠BAN è òðåóãîëüíèê BAN �
ðàâíîáåäðåííûé, AB = BN . Îáîçíà÷èì AB = x.

Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèê MCD � ðàâíîáåäðåííûé, x = CD =
MD.

BC = 2x = AD, òîãäà NC = x = AM , ñëåäîâàòåëüíî, BN =
x = AM ; AM ‖ BN , òîãäà ABNM � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà
çàêëþ÷àåì, ÷òî MN = AB = 4.

9. Îòâåò. 8. Ðåøåíèå.
Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû ïàðàëëåëîãðàììà 4ABK è 4CDK �
ðàâíîáåäðåííûå (AB = AK, CD = DK). Ñëåäîâàòåëüíî,

BC = AD = AK +DK = AB + CD = 2AB = 8.
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10. Îòâåò. 12. Ðåøåíèå.

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû ïàðàëëåëîãðàììà 4ABE è 4ABN �
ðàâíîáåäðåííûå, òî åñòü AE = AB = BN . Ñëåäîâàòåëüíî, AO
� áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, çíà÷èò, âûñîòà, òî åñòü
∠AOB = 90◦, à òàêæå è ìåäèàíà, òî åñòü BO = OE. Àíàëîãè÷íî
AO = ON = 1

2AN = 8. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 4AOB:

BO =
√
AB2 − AO2 = 6 ⇒ BE = 2 · 6 = 12.

11. Îòâåò. 125. Ðåøåíèå. Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå óã-
ëû ðàâíû, à ïðèëåæàùèå ê îäíîé ñòîðîíå â ñóììå äàþò 180◦.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïóñòü x � íåêîòîðûé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, òî-
ãäà âòîðîé ðàâåí x + 70◦. Òàê êàê îíè íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè, òî îíè ïðèëåæàùèå ê îäíîé ñòîðîíå, ñëåäîâàòåëüíî,

x + x + 70◦ = 180◦ ⇒ x = 55◦

Òîãäà áîëüøèé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí x + 70◦ = 125◦.

12. Îòâåò. 90. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñû äâóõ ñîñåäíèõ óã-
ëîâ. Ïóñòü îíè ðàçáèëè ïåðâûé óãîë íà äâà óãëà, ðàâíûõ x, âòî-
ðîé óãîë � íà äâà óãëà, ðàâíûõ y. Íóæíî íàéòè α.
Ïî ñâîéñòâó ïàðàëëåëîãðàììà ñóììà åãî óãëîâ, ïðèëåæàùèõ ê
îäíîé ñòîðîíå, ðàâíà 180◦. Ñëåäîâàòåëüíî, 2x + 2y = 180◦, èëè
2(x + y) = 180◦, îòêóäà x + y = 90◦.
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Òàê êàê ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà 180◦, òî x+y+α = 180◦,
îòêóäà α = 180◦ − (x + y) = 180◦ − 90◦ = 90◦.

13. Îòâåò. 28. Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî AK : KD =
4 : 3. Îáîçíà÷èì AK = 4x, KD = 3x. Ñëåäîâàòåëüíî, AD = 7x.
Òàê êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàë-
ëåëüíû, òî ∠AKB = ∠KBC êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè AD ‖ BC
è ñåêóùåé BK. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠AKB = ∠ABK, òî åñòü4ABK
ðàâíîáåäðåííûé: AK = AB. Îòñþäà AB = 4x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèìåòð 88 = 2(4x+7x) (òàê êàê ïðîòèâîïîëîæ-
íûå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû), ñëåäîâàòåëüíî, x = 4.
Çíà÷èò, áîëüøàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 7x = 28.

14. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå. AB = 5. Òàê êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, òî ∠AKB = ∠KBC êàê
íàêðåñò ëåæàùèå ïðè AD ‖ BC è ñåêóùåé BK. Ñëåäîâàòåëüíî,
∠AKB = ∠ABK, òî åñòü 4ABK ðàâíîáåäðåííûé: AK = AB.
Àíàëîãè÷íî DC = DK.
Òàê êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû, òî
AK = AB = 5 = CD = DK. Ñëåäîâàòåëüíî, AD = 5 + 5 = 10 �
áîëüøàÿ ñòîðîíà.
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Óðîê 10. Òðàïåöèÿ. Òåîðåìà Ôàëåñà. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ
Òðàïåöèÿ � ýòî âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ñòîðî-

íû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå ñòîðîíû íå ïàðàëëåëüíû.
Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû òðàïåöèè íàçûâàþòñÿ å¼ îñíîâàíèÿìè, à

äâå äðóãèå ñòîðîíû � áîêîâûìè ñòîðîíàìè.

Âûñîòà òðàïåöèè � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç ëþáîé òî÷êè
îäíîãî îñíîâàíèÿ ê äðóãîìó îñíîâàíèþ.

Òåîðåìà
Ñóììà óãëîâ ïðè áîêîâîé ñòîðîíå ðàâíà 180◦.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ò.ê. AD ‖ BC, òî óãëû ∠BAD è ∠ABC � îäíîñòîðîííèå ïðè ýòèõ

ïðÿìûõ è ñåêóùåé AB, ñëåäîâàòåëüíî, ∠BAD + ∠ABC = 180◦.

Îïðåäåëåíèÿ
Òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, åñëè îäèí èç åå óãëîâ � ïðÿ-

ìîé.

Òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîáåäðåííîé, åñëè åå áîêîâûå ñòîðîíû
ðàâíû.
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Òåîðåìû: ñâîéñòâà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè
1) Ó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû.

2) Äèàãîíàëè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû.

3) Äâà òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííûå äèàãîíàëÿìè è îñíîâàíèåì, ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàâíîáåäðåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî
1) Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ABCD.

Èç âåðøèí B è C îïóñòèì íà ñòîðîíó AD ïåðïåíäèêóëÿðû BM è
CN ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê BM ⊥ AD è CN ⊥ AD, òî BM ‖ CN ;
AD ‖ BC, òîãäà MBCN � ïàðàëëåëîãðàìì, ñëåäîâàòåëüíî, BM =
CN .

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ABM è CDN . Òàê êàê
ó íèõ ðàâíû ãèïîòåíóçû è êàòåò BM ðàâåí êàòåòó CN , òî ýòè òðå-
óãîëüíèêè ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ∠DAB = ∠CDA.

2) Ò.ê. AB = CD,∠A = ∠D,AD � îáùàÿ, òî ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó
4ABD = 4ACD. Ñëåäîâàòåëüíî, AC = BD.

3) Ò.ê. 4ABD = 4ACD, òî ∠BDA = ∠CAD. Ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèê 4AOD � ðàâíîáåäðåííûé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
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÷òî è 4BOC � ðàâíîáåäðåííûé.

Òåîðåìû: ïðèçíàêè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè
1) Åñëè ó òðàïåöèè óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî îíà ðàâíîáåä-

ðåííàÿ.

2) Åñëè ó òðàïåöèè äèàãîíàëè ðàâíû, òî îíà ðàâíîáåäðåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ ABCD, òàêóþ ÷òî ∠A = ∠D.

Äîñòðîèì òðàïåöèþ äî òðåóãîëüíèêà AED êàê ïîêàçàíî íà ðè-
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ñóíêå. Òàê êàê ∠1 = ∠2, òî òðåóãîëüíèê AED ðàâíîáåäðåííûé è
AE = ED. Óãëû 1 è 3 ðàâíû êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ AD è BC è ñåêóùåé AB. Àíàëîãè÷íî ðàâíû óãëû 2 è 4,
íî ∠1 = ∠2, òîãäà ∠3 = ∠1 = ∠2 = ∠4, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê
BEC òîæå ðàâíîáåäðåííûé è BE = EC.

Â èòîãå AB = AE − BE = DE − CE = CD, òî åñòü AB = CD,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2) Ïóñòü AC = BD. Ïðîâåäåì DK ‖ AC. Òîãäà ACKD � ïà-
ðàëëåëîãðàìì, òàê êàê åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ïà-
ðàëëåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, DK = AC è ∠CAD = ∠CKD. Òàê êàê
AC = BD, òî BD = DK, ñëåäîâàòåëüíî, 4BDK ðàâíîáåäðåííûé
è ∠CKD = ∠CBD. Êàê íàêðåñò ëåæàùèå ïðè BC ‖ AD ∠CBD =
∠BDA è ∠CAD = ∠BCA. Ñëåäîâàòåëüíî, 4ABD = 4ACD, òàê
êàê AD � îáùàÿ, AC = BD è ∠BDA = ∠CAD. Îòñþäà AB = CD,
ñëåäîâàòåëüíî, òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ.
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Òåîðåìà Ôàëåñà (÷àñòíûé ñëó÷àé)
Åñëè íà îäíîé èç ñòîðîí óãëà îòìåòèòü ðàâíûå ìåæäó ñîáîé îòðåç-

êè è ÷åðåç èõ êîíöû ïðîâåñòè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, òî ýòè ïðÿìûå
îòñåêóò íà âòîðîé ñòîðîíå òàêæå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé îòðåçêè.

Äîêàçàòåëüñòâî
Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåììó: Åñëè â 4OBB1 ÷åðåç ñåðåäèíó A ñòî-

ðîíû OB ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ a ‖ BB1, òî îíà ïåðåñå÷åò ñòîðîíó OB1

òàêæå â ñåðåäèíå.

×åðåç òî÷êó B1 ïðîâåäåì l ‖ OB. Ïóñòü l ∩ a = K. Òîãäà ABB1K
� ïàðàëëåëîãðàìì, ñëåäîâàòåëüíî, B1K = AB = OA è ∠A1KB1 =
∠ABB1 = ∠OAA1; ∠AA1O = ∠KA1B1 êàê âåðòèêàëüíûå. Çíà÷èò,
ïî âòîðîìó ïðèçíàêó 4OAA1 = 4B1KA1 ⇒ OA1 = A1B1. Ëåììà
äîêàçàíà.
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Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïóñòü OA = AB = BC,
a ‖ b ‖ c è íóæíî äîêàçàòü, ÷òî OA1 = A1B1 = B1C1.

Òàêèì îáðàçîì, ïî äàííîé ëåììåOA1 = A1B1. Äîêàæåì, ÷òîA1B1 =
B1C1. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó B1 ïðÿìóþ d ‖ OC, ïðè÷åì ïóñòü d∩a =
D1, d ∩ c = D2. Òîãäà ABB1D1, BCD2B1 � ïàðàëëåëîãðàììû, ñëå-
äîâàòåëüíî, D1B1 = AB = BC = B1D2. Òàêèì îáðàçîì, ∠A1B1D1 =
∠C1B1D2 êàê âåðòèêàëüíûå, ∠A1D1B1 = ∠C1D2B1 êàê íàêðåñò ëå-
æàùèå, è, çíà÷èò, ïî âòîðîìó ïðèçíàêó 4A1B1D1 = 4C1B1D2 ⇒
A1B1 = B1C1.
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Îïðåäåëåíèå
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäè-

íû ëþáûõ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ñòîðîíå è ðàâíà

åå ïîëîâèíå.

Äîêàçàòåëüñòâî
1) Ïàðàëëåëüíîñòü ñðåäíåé ëèíèè îñíîâàíèþ ñëåäóåò èç äîêàçàí-

íîé âûøå ëåììû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: ñðåäíÿÿ ëèíèÿMN
íå ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðîâåäåì MN ′ ‖
AC. Òîãäà ïî ëåììå N ′ � ñåðåäèíà BC. Íî òàê êàê ó îòðåçêà íå ìî-
æåò áûòü äâóõ ðàçíûõ ñåðåäèí, òî òî÷êà N ′ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé N ,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ MN ′ ñîâïàäàåò ñ MN , òî åñòü MN ‖ AC.

2) Äîêàæåì, ÷òî MN =
1

2
AC.

×åðåç òî÷êó N ïðîâåäåì ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî AB. Ïóñòü ýòà ïðÿ-
ìàÿ ïåðåñåêëà ñòîðîíó AC â òî÷êå K. Òîãäà AMNK � ïàðàëëåëî-
ãðàìì (AM ‖ NK,MN ‖ AK). Çíà÷èò, MN = AK.
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Ò.ê. NK ‖ AB è N � ñåðåäèíà BC, òî ïî òåîðåìå Ôàëåñà K �

ñåðåäèíà AC. Ñëåäîâàòåëüíî, MN = AK = KC =
1

2
AC.

Îïðåäåëåíèå
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû áîêî-

âûõ ñòîðîí.

Òåîðåìà
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì è ðàâíà èõ ïî-

ëóñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî

1) Äîêàæåì ïàðàëëåëüíîñòü.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M ïðÿìóþ MN ′ ‖ AD (N ′ ∈ CD). Òîãäà
ïî òåîðåìå Ôàëåñà (ò.ê. MN ′ ‖ AD ‖ BC,AM = MB) òî÷êà N ′ �
ñåðåäèíà îòðåçêà CD. Çíà÷èò, òî÷êè N è N ′ ñîâïàäóò.

8



2) Äîêàæåì ôîðìóëó.

Ïðîâåäåì BB′ ⊥ AD,CC ′ ⊥ AD. Ïóñòü BB′ ∩MN = M ′, CC ′ ∩
MN = N ′.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ôàëåñà M ′ è N ′ � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BB′ è
CC ′ ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, MM ′ � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ 4ABB′, NN ′ �
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ 4DCC ′. Ïîýòîìó:

MM ′ =
1

2
AB′, NN ′ =

1

2
DC ′

Ò.ê. MN ‖ AD ‖ BC è BB′, CC ′ ⊥ AD, òî B′M ′N ′C ′ è BM ′N ′C
� ïðÿìîóãîëüíèêè. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà èç MN ‖ AD è AM = MB
ñëåäóåò, ÷òî B′M ′ = M ′B. Çíà÷èò, B′M ′N ′C ′ è BM ′N ′C � ðàâíûå
ïðÿìîóãîëüíèêè, ñëåäîâàòåëüíî, M ′N ′ = B′C ′ = BC.

Òàêèì îáðàçîì:

MN = MM ′ +M ′N ′ +N ′N =
1

2
AB′ +B′C ′ +

1

2
C ′D =

=
1

2
(AB′ +B′C ′ +BC + C ′D) =

1

2
(AD +BC)
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC = 4 è AD > BC óãîë A
� ïðÿìîé. Èçâåñòíî, ÷òî CD = 6, ∠D = 60◦. Íàéäèòå ñðåäíþþ
ëèíèþ òðàïåöèè ABCD.

2. Â òðàïåöèè ABCD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ñîñòàâëÿåò
4

5
îäíîãî èç îñ-

íîâàíèé. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèíû äðóãîãî îñíîâàíèÿ ê äëèíå
ñðåäíåé ëèíèè.

3. ABCD � òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC. Ïðè ýòîì AB =
CD = 6, BC = 4, îäèí èç óãëîâ òðàïåöèè ABCD ðàâåí 60◦. Íàé-
äèòå AD.

4. Â òðàïåöèè ABCD: AB = CD, ∠C − ∠A = 80◦. Íàéäèòå ∠D +
∠B − ∠C. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

5. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 3 è 2. Íàéäèòå îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
ñåðåäèíû äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

6. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè áîëüøåå îñíîâàíèå ðàâíî 25, áîêîâàÿ
ñòîðîíà ðàâíà 10, óãîë ìåæäó íèìè 60◦. Íàéäèòå ìåíüøåå îñíî-
âàíèå.

7. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè îñíîâàíèÿ ðàâíû 12 è 27, îñòðûé óãîë
ðàâåí 60◦. Íàéäèòå åå ïåðèìåòð.

8. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 15 è 9, îäèí èç óãëîâ
ðàâåí 45◦. Íàéäèòå âûñîòó òðàïåöèè.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 5,5. Ðåøåíèå.

Èç òî÷êè C îïóñòèì âûñîòó CE. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå CDE: ∠ECD = 30◦. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êà-
òåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà â 30◦ ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî-
ãäà DE = 0, 5 · CD = 3. Ïðè ýòîì ABCE � ïðÿìîóãîëüíèê,
AE = BC = 4, òîãäà AD = AE + ED = 4 + 3 = 7.

Â òðàïåöèè ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà ïîëóñóììå îñíîâàíèé. 0, 5(BC+
AD) = 0, 5(4 + 7) = 5, 5, çíà÷èò, äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ðàâíà 5, 5.

2. Îòâåò. 0,75. Ðåøåíèå. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâíà ïîëóñóì-
ìå îñíîâàíèé. Ïîëóñóììà îñíîâàíèé òðàïåöèè ABCD ñîñòàâëÿåò
0, 8 îäíîãî èç îñíîâàíèé, òîãäà ñóììà îñíîâàíèé òðàïåöèè ABCD
ñîñòàâëÿåò 2 · 0, 8 = 1, 6 ýòîãî îñíîâàíèÿ, îáîçíà÷èì åãî çà AD.
Òîãäà BC + AD = 1, 6AD, îòêóäà BC = 0, 6AD. Ñðåäíÿÿ ëè-
íèÿ ðàâíà 0, 8AD, òîãäà îòíîøåíèå äëèíû îñíîâàíèÿ BC ê äëèíå
ñðåäíåé ëèíèè ðàâíî 0, 6 : 0, 8 = 0, 75.

3. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå. Ïóñòü ∠A = 60◦, BE � âûñîòà â òðåóãîëü-
íèêå ABD. ∠ABE = 90◦−60◦ = 30◦. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà
â 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òîãäà AE = 0, 5 · 6 = 3. Ó ðàâ-
íîáåäðåííîé òðàïåöèè óãëû ïðè îäíîì îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà
∠D = 60◦. Ïóñòü CF � âûñîòà â òðåóãîëüíèêå ACD, òîãäà àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê íàõîäèëè AE, íàõîäèì, ÷òî FD = 3. EF = BC,

12



òàê êàê BCFE � ïðÿìîóãîëüíèê. Òîãäà AD = AE +EF +FD =
3 + 4 + 3 = 10.

4. Îòâåò. 50. Ðåøåíèå. Ó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè óãëû ïðè îä-
íîì îñíîâàíèè ðàâíû, òîãäà ∠B = ∠C è, ñëåäîâàòåëüíî, ∠D +
∠B − ∠C = ∠D = ∠A.

Ó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà
180◦ (òàê êàê ∠C = ∠B, à ∠A + ∠B = 180◦, êàê ñóììà îäíîñòî-
ðîííèõ ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé).

∠A + ∠C = 180◦,

∠C − ∠A = 80◦

òîãäà, âû÷èòàÿ èç âåðõíåãî ðàâåíñòâà íèæíåå, ïîëó÷àåì 2 ·∠A =
100◦. Â èòîãå èìååì: ∠D + ∠B − ∠C = ∠A = 50◦.

5. Îòâåò. 0,5. Ðåøåíèå. Ïóñòü M è N � ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí
òðàïåöèè. ÎòðåçîêMN ïåðåñåêàåò äèàãîíàëè â ñåðåäèíàõ: E è G.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê MN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, òî MN ‖ AB ‖
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CD. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü 4ADC, òî NE ‖ CD.

Òàê êàê ê òîìó æå N � ñåðåäèíà AD, òî ïî òåîðåìå Ôàëåñà E �

ñåðåäèíà AC. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî G � ñåðåäèíà DB.
Òàê êàê ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà ïîëóñóììå îñíîâàíèé, òî MN =
0, 5(3 + 2) = 2, 5. Òàê êàê NE è GM � ñðåäíèå ëèíèè â òðå-
óãîëüíèêàõ ADC è BDC ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàëëåëüíûå CD, òî
NE = GM = 0, 5CD = 0, 5 · 2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, EG =
MN −NE −GM = 2, 5− 1− 1 = 0, 5.

6. Îòâåò. 15. Ðåøåíèå. ∠A = 60◦. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïî ñâîé-

ñòâó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè AH = (AD − BC) : 2. Â ïðÿ-
ìîóãîëüíîì 4ABH ∠ABH = 90◦ − 60◦ = 30◦. Êàòåò, ëåæàùèé
ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû: AH = AB : 2 = 5.
Ñëåäîâàòåëüíî,

5 = (25−BC) : 2 ⇒ BC = 15

7. Îòâåò. 69. Ðåøåíèå. ∠A = 60◦. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïî ñâîé-

ñòâó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè AH = (AD−BC) : 2 = (27− 12) :
2 = 7, 5. Â ïðÿìîóãîëüíîì 4ABH ∠ABH = 90◦ − 60◦ = 30◦.
Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû:
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AH = AB : 2. Çíà÷èò, AB = 2AH = 15. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðè-
ìåòð ðàâåí

P = 15 + 15 + 12 + 27 = 69

8. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. ∠A = 45◦. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïî ñâîé-

ñòâó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè AH = (AD − BC) : 2 = (15− 9) :
2 = 3. Â ïðÿìîóãîëüíîì 4ABH ∠ABH = 90◦ − 45◦ = 45◦. Ñëå-
äîâàòåëüíî, 4ABH ðàâíîáåäðåííûé è BH = AH = 3.
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Óðîê 11. Ðîìá. Ïðÿìîóãîëüíèê. Êâàäðàò

Îïðåäåëåíèå

Ðîìá � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.

Òàêèì îáðàçîì, ðîìá îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëîãðàììà:
∼ ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðîìáà ïîïàðíî ðàâíû;
∼ îäíîñòîðîííèå óãëû ðîìáà â ñóììå äàþò 180◦;
∼ äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

Òåîðåìà: ñâîéñòâî ðîìáà

Äèàãîíàëè ðîìáà ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåëÿò åãî óãëû ïîïîëàì.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ðîìá ABCD.

Ïî îïðåäåëåíèþ ðîìáà AB = AD, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê BAD ðàâ-
íîáåäðåííûé. Òàê êàê ðîìá � ïàðàëëåëîãðàìì, òî åãî äèàãîíàëè òî÷-
êîé O ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, AO � ìåäèàíà
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà BAD, à çíà÷èò, âûñîòà è áèññåêòðèñà
ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó AC ⊥ BD è ∠BAC = ∠DAC.

Òåîðåìà: ïðèçíàêè ðîìáà

1. Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ýòî �
ðîìá.
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2. Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè äåëÿò åãî óãëû ïîïîëàì, òî
ýòî � ðîìá.

3. Åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå âñå ñòîðîíû ðàâíû, òî îí �
ðîìá.

Äîêàçàòåëüñòâî

1) Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Ïóñòü AC ⊥ BD.

Ò.ê. â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïî-
ïîëàì, òî â òðåóãîëüíèêå ABD îòðåçîê AO � ìåäèàíà. Ò.ê. ê òîìó
æå AO � âûñîòà (ñëåäóåò èç óñëîâèÿ), òî 4ABD � ðàâíîáåäðåííûé,
ò.å. AB = AD. Ò.ê. ó ïàðàëëåëîãðàììà ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ðàâíû, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ñòîðîíû áóäóò ðàâíû.

2) Ïóñòü AC � áèññåêòðèñà óãëà ∠A.

Ò.ê. â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïî-
ïîëàì, òî â òðåóãîëüíèêå ABD îòðåçîê AO � ìåäèàíà. Ò.ê. ê òîìó
æå AO � áèññåêòðèñà (ñëåäóåò èç óñëîâèÿ), òî 4ABD � ðàâíîáåä-
ðåííûé, ò.å. AB = AD. Ò.ê. ó ïàðàëëåëîãðàììà ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû ðàâíû, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî ñòîðîíû áóäóò ðàâíû.

3) Ïóñòü ABCD � ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê è AB = BC =
CD = AD.

Ò.ê. ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîïàðíî ðàâíû,
òî îí � ïàðàëëåëîãðàìì. Ò.ê. ó íåãî âñå ñòîðîíû ðàâíû, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ ýòî ðîìá.
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Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìîóãîëüíèê � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî îäèí óãîë ïðÿ-
ìîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîóãîëüíèê îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïàðàë-
ëåëîãðàììà:
∼ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû;
∼ äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

Òåîðåìû: ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíèêà

1) Âñå óãëû ïðÿìîóãîëüíèêà ïðÿìûå.
2) Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî

1) Ïóñòü ∠A = 90◦. Ò.ê. â ïàðàëëåëîãðàììå ñóììà ñîñåäíèõ óãëîâ
ðàâíà 180◦, òî ∠B = 180◦ − ∠A = 90◦.

Ò.ê. â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû, òî ∠C =
∠A = 90◦,∠D = ∠B = 90◦, ÷òä.

2) Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD.

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ACD è DBA ðàâíû ïî äâóì êàòå-
òàì (CD = BA, AD � îáùèé êàòåò). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãèïîòåíóçû
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû, ò.å. AC = BD.

Ñëåäñòâèå
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëîâèíêè äèàãîíàëåé â ïðÿìîóãîëüíèêå ðàâíû,
ò.å. OA = OB = OC = OD.

Òåîðåìû: ïðèçíàêè ïðÿìîóãîëüíèêà

1) Åñëè â ïàðàëëåëîãðàììå äèàãîíàëè ðàâíû, òî ýòîò ïàðàëëåëî-
ãðàìì � ïðÿìîóãîëüíèê.

2) Åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå âñå óãëû ïðÿìûå, òî îí �
ïðÿìîóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî

1) Ïóñòü â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD äèàãîíàëè ðàâíû.

Òðåóãîëüíèêè ABD è DCA ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì (AB = CD,
BD = AC, AD � îáùàÿ ñòîðîíà). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∠A = ∠D. Òàê
êàê â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû, òî ∠A = ∠C è
∠B = ∠D. Òàêèì îáðàçîì, ∠A = ∠B = ∠C = ∠D. Ïàðàëëåëîãðàìì
� âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ïîýòîìó ∠A+∠B +∠C +∠D = 360◦.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠A = ∠B = ∠C = ∠D = 90◦.

2) Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD:

Ò.ê. ∠A+∠B = 180◦ � îäíîñòîðîííèå óãëû ïðè ïðÿìûõ AD è BC
è ñåêóùåé AB, ñëåäîâàòåëüíî, AD ‖ BC.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî AB ‖ CD. Çíà÷èò, ABCD � ïàðàë-
ëåëîãðàìì. Ò.ê. ó íåãî ê òîìó æå âñå óãëû ïðÿìûå, òî ïî îïðåäåëåíèþ

4



ýòî ïðÿìîóãîëüíèê.
Îïðåäåëåíèå

Äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòà:

Êâàäðàò � ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.
Êâàäðàò � ýòî ðîìá, ó êîòîðîãî îäèí óãîë ïðÿìîé.

Ñâîéñòâà êâàäðàòà

Òàê êàê êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì è ðîìáîì, òî îí îáëà-
äàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïðÿìîóãîëüíèêà è ðîìáà:
∼ Âñå óãëû êâàäðàòà ðàâíû 90◦;
∼ Âñå ñòîðîíû êâàäðàòà ðàâíû;
∼ Äèàãîíàëè êâàäðàòà ðàâíû, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî÷êîé

ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì è äåëÿò óãëû êâàäðàòà ïîïîëàì.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Îñòðûé óãîë ðîìáà ABCD ðàâåí 60◦, îäíà èç åãî ñòîðîí ðàâíà
10. Íàéäèòå ìåíüøóþ èç äèàãîíàëåé ýòîãî ðîìáà.

2. Â ðîìáå ABCD: ∠ACD = 26◦. Íàéäèòå ∠ABD. Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.

3. Íàéäèòå áîëüøóþ äèàãîíàëü ðîìáà ABCD, åñëè AB = 2
√
3, à

îñòðûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå òóïîãî.
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4. Íàéäèòå âûñîòó ðîìáà, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà
√
3, à îñòðûé óãîë

ðàâåí 60◦.

5. Íàéäèòå áîëüøóþ äèàãîíàëü ðîìáà, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà
√
3,

à îñòðûé óãîë ðàâåí 60◦.

6. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà äî
ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé åãî áîëüøóþ ñòîðîíó, ðàâíî 2, 5. Íàéäèòå
ìåíüøóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

7. Äèàãîíàëè ðîìáà îòíîñÿòñÿ êàê 4 : 3. Ïåðèìåòð ðîìáà ðàâåí 200.
Íàéäèòå âûñîòó ðîìáà.

8. Â ðîìáå ABCD óãîë CDA ðàâåí 78◦. Íàéäèòå óãîë ACB. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

9. Â ðîìáå ABCD óãîëDAB ðàâåí 148◦. Íàéäèòå óãîë BDC. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.
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10. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëü AC = 2 · CD. Íàéäèòå ðàç-
íîñòü ∠BAC − ∠CAD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

11. O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêàABCD, ∠OAD =
28◦. Íàéäèòå ∠AOD. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

9



Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå. Ïóñòü ∠A = 60◦. Â ðîìáå âñå ñòîðîíû ðàâ-
íû, òîãäà òðåóãîëüíèê ABD � ðàâíîáåäðåííûé, ó êîòîðîãî îäèí
èç óãëîâ ðàâåí 60◦, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ABD � ðàâíîñòî-
ðîííèé è BD = 10.

Òðåóãîëüíèê ABC � òóïîóãîëüíûé. Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëü-
øåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà, òîãäà AC > AB = BD, çíà-
÷èò, BD � ìåíüøàÿ èç äèàãîíàëåé.

2. Îòâåò. 64.Ðåøåíèå. Â ðîìáå äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû, òîãäà
∠CDB = 90◦ − ∠ACD = 64◦.

BC = CD, òîãäà ∠CBD = ∠CDB = 64◦.

Òàê êàê äèàãîíàëè ðîìáà äåëÿò åãî óãëû ïîïîëàì, òî ∠ABD =
∠CBD = 64◦.

3. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Òàê êàê ñóììà îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé ðàâíà 180◦, òî ñóììà îñòðîãî è
òóïîãî óãëîâ ðîìáà ðàâíà 180◦.

Òàê êàê â äàííîì ðîìáå îñòðûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå òóïîãî, òî
îñòðûé óãîë ðîìáà ABCD ðàâåí 60◦.

Òðåóãîëüíèê ABD � ðàâíîáåäðåííûé, îäèí èç óãëîâ êîòîðîãî ðà-
âåí 60◦, òîãäà òðåóãîëüíèê ABD � ðàâíîñòîðîííèé è BD = 2

√
3.

Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðîìáà, òîãäà OD =
0, 5BD =

√
3, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì:AO2+

OD2 = AD2, òîãäà AO2+3 = 12, îòêóäà íàõîäèì AO = 3. Â ðîì-
áå, êàê è â ëþáîì äðóãîì ïàðàëëåëîãðàììå, äèàãîíàëè òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, çíà÷èò, AC = 6.

4. Îòâåò. 1,5. Ðåøåíèå. AD =
√
3, ∠A = 60◦. Ñëåäîâàòåëüíî,

∠ADH = 30◦. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå

ãèïîòåíóçû, ñëåäîâàòåëüíî, AH = 0, 5AD =
√
3
2 . Òîãäà ïî òåîðåìå
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Ïèôàãîðà:

DH =

√√√√(
√
3)2 −

(√
3

2

)2

=
3

2

5. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. ∠A = 60◦.
Ïðîâåäåì äèàãîíàëü BD. Ïóñòü AC ∩ BD = O. Äîêàæåì, ÷òî
AC � áîëüøàÿ äèàãîíàëü. Òàê êàê â ðîìáå, êàê è â ïàðàëëåëî-

ãðàììå, äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî AO =
0, 5AC,DO = 0, 5BD. Òàê êàê â ðîìáå äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ áèñ-
ñåêòðèñàìè óãëîâ è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ∠DAO = 30◦,
∠AOD = 90◦ è ñîîòâåòñòâåííî ∠ADO = 60◦. Â òðåóãîëüíèêå
ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà, ñëåäîâàòåëüíî,
AO > DO, çíà÷èò, AC � áîëüøàÿ äèàãîíàëü.

Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëå-

äîâàòåëüíî, DO = 0, 5AD =
√
3
2 . Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AO =

√√√√(
√
3)2 −

(√
3

2

)2

=
3

2
⇒ AC = 3

6. Îòâåò. 5. Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé, OH = 2, 5 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî áîëüøåé
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ñòîðîíû.
Ò.ê. äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äå-
ëÿòñÿ ïîïîëàì, òî BO = CO. Ñëåäîâàòåëüíî, 4BOH = 4COH
êàê ïðÿìîóãîëüíûå ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå. Ñëåäîâàòåëüíî,BH =
CH. Òàêèì îáðàçîì, OH � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â4ABC, ñëåäîâàòåëü-
íî, îíà ðàâíà ïîëîâèíå AB. Çíà÷èò, AB = 2 · 2, 5 = 5.

7. Îòâåò. 48. Ðåøåíèå. ÎòðåçîêHK � âûñîòà ðîìáà. Òàê êàê AB ‖
DC è HK ⊥ AB, òî HK ⊥ DC.

1 ñïîñîá

Òàê êàê äèàãîíàëè ðîìáà äåëÿò åãî íà 4 ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêà, à ó ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ âûñîòû, îïóùåííûå ê
ðàâíûì ñòîðîíàì, ðàâíû, òî OK = OH.
Ðàññìîòðèì 4AOB. Òàê êàê AC : BD = 4 : 3, òî òàêæå AO :
BO = 4 : 3. Ïóñòü AO = 4x,BO = 3x. Ñëåäîâàòåëüíî, AB =√
(4x)2 + (3x)2 = 5x.

Òàê êàê ó ðîìáà âñå ñòîðîíû ðàâíû, òî åãî ñòîðîíà ðàâíà 200 :
4 = 50, ñëåäîâàòåëüíî, 5x = 50 è x = 10.
Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AOB, îïóùåííàÿ èç âåð-
øèíû ïðÿìîãî óãëà O, ðàâíà AO ·OB : AB, ñëåäîâàòåëüíî,

OK =
4x · 3x
5x

=
12

5
x = 24 ⇒ HK = 24 · 2 = 48

2 ñïîñîá

Òàê êàê ó ðîìáà âñå ñòîðîíû ðàâíû, òî åãî ñòîðîíà ðàâíà AB =
200 : 4 = 50. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà S = 50HK
(ïðîèçâåäåíèå ñòîðîíû íà âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê ýòîé ñòîðîíå).
Òàê êàê AC : BD = 4 : 3, òî ìîæíî ïðèíÿòü AC = 4a,BD = 3a.
Òàê êàê ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëåé, òî
S = 0, 5 · 4a · 3a = 6a2, ñëåäîâàòåëüíî,

50HK = 6a2 ⇒ HK =
3

25
a2

Òàê êàê äèàãîíàëè ðîìáà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è òî÷êîé ïå-
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ðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç 4AOB:(
3

2
a

)2

+ (2a)2 = AB2 ⇒ a2 = 400

Ñëåäîâàòåëüíî,

HK =
3

25
· 400 = 48

8. Îòâåò. 51. Ðåøåíèå. Òàê êàê â ðîìáå äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ áèñ-
ñåêòðèñàìè óãëîâ, òî ∠ACB = ∠ACD. Òàê êàê ó ðîìáà âñå ñòî-
ðîíû ðàâíû, òî AD = DC, ñëåäîâàòåëüíî, ∠CAD = ∠ACD = x.
Òîãäà x + x + ∠CDA = 180◦, îòêóäà

x = (180◦ − 78◦) : 2 = 51◦

9. Îòâåò. 16. Ðåøåíèå. Òàê êàê â ðîìáå äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ áèñ-
ñåêòðèñàìè óãëîâ, òî ∠BDC = ∠BDA. Òàê êàê ó ðîìáà âñå ñòî-
ðîíû ðàâíû, òî AD = AB, ñëåäîâàòåëüíî, ∠BDA = ∠DBA = x.
Òîãäà x + x + ∠DAB = 180◦, îòêóäà

x = (180◦ − 148◦) : 2 = 16◦

10. Îòâåò. 30. Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèê ACD � ïðÿìîóãîëüíûé, ïðè-
÷¼ì â í¼ì êàòåò ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, çíà÷èò ýòîò êàòåò
ëåæèò ïðîòèâ óãëà â 30◦, òî åñòü ∠CAD = 30◦.

∠BAC = 90◦−∠CAD = 60◦, òîãäà ∠BAC−∠CAD = 60◦−30◦ =
30◦.

11. Îòâåò. 124. Ðåøåíèå. Â ïðÿìîóãîëüíèêå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþò-
ñÿ, òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì è ðàâíû, òîãäà AO =
OD, ñëåäîâàòåëüíî, ∠ADO = ∠OAD = 28◦, òîãäà ∠AOD =
180◦ − 2 · 28◦ = 124◦.
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Óðîê 12. Òðèãîíîìåòðèÿ

Îïðåäåëåíèÿ

Ñèíóñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå � ýòî îòíîøå-

íèå ïðîòèâîëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà ê ãèïîòåíóçå: sinα =
a

c

Êîñèíóñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå � ýòî îòíî-

øåíèå ïðèëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà ê ãèïîòåíóçå: cosα =
b

c

Òàíãåíñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå � ýòî îòíî-
øåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà ê ïðèëåæàùåìó êàòåòó:

tgα =
a

b

Êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå � ýòî îòíî-
øåíèå ïðèëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà ê ïðîòèâîëåæàùåìó êàòåòó:

ctgα =
b

a

Óòâåðæäåíèå

Ñèíóñû, êîñèíóñû, òàíãåíñû è êîòàíãåíñû ðàâíûõ óãëîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû.
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Òåîðåìà

Èç îïðåäåëåíèé ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà âûòåêàþò
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

sin2 α + cos2 α = 1 tgα · ctgα = 1

tgα =
sinα

cosα
ctgα =

cosα

sinα

Óòâåðæäåíèå

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì ∠C:

sin∠A = cos∠B

tg∠A = ctg∠B

Äîêàçàòåëüñòâî

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñèíóñà è êî-
ñèíóñà, à òàêæå òàíãåíñà è êîòàíãåíñà îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêå.
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Òåîðåìà

Äëÿ óãëîâ 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦ âåðíà ñëåäóþùàÿ òàáëèöà:

0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦

sin 0 1
2

√
2
2

√
3
2 1

cos 1
√
3
2

√
2
2

1
2 0

tg 0
√
3
3 1

√
3 −

ctg −
√
3 1

√
3
3 0

Çíàê �−� îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì óãëå òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî

1) Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC: ∠C = 90◦,∠A =
60◦,∠B = 30◦.

Íà ñòîðîíå BC ïîñòðîèì ðàâíûé åìó òðåóãîëüíèê A′BC, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóíêå.

Ïîëó÷åííûé òðåóãîëüíèê A′BA ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, ò.ê. ∠A′ =
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∠A = ∠A′BA = 60◦.

Ñëåäîâàòåëüíî, A′A = 2b = AB = c, îòêóäà b =
1

2
c.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà a2 + b2 = c2 ⇒ a =

√
3

2
c.

à) Òåïåðü ïî îïðåäåëåíèþ sin∠A = sin 60◦ =
a

c
=

√
3

2

Ò.ê. ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ sin∠A = cos∠B, òî cos 30◦ =

√
3

2
.

Ò.ê. tgα =
sinα

cosα
, òî tg 30◦ = ctg 60◦ =

√
3

3
, à tg 60◦ = ctg 30◦ =

√
3.

á) Àíàëîãè÷íî ïî îïðåäåëåíèþ cos∠A = cos 60◦ =
b

c
=

1
2c

c
=

1

2
.

cos∠A = sin∠B = sin∠30◦ =
1

2
.

2) Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC: ∠C = 90◦,∠A =
45◦,∠B = 45◦.

Ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, ñëåäîâàòåëüíî, BC = AC = a.
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Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà a2 + a2 = c2 ⇒ a =

√
2

2
c.

Ñëåäîâàòåëüíî, sin∠A = cos∠A = sin∠B = cos∠B =

√
2

2
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî tg 45◦ = ctg 45◦ = 1.

Çàìå÷àíèå

Äëÿ ïðîñòîòû çàïîìèíàíèÿ òàáëèöû ìîæíî çàïèñàòü åå â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

30◦ 45◦ 60◦

sin
√
1
2

√
2
2

√
3
2

cos
√
3
2

√
2
2

√
1
2

tg 1√
3

1
√
3

ctg
√
3 1 1√

3

Òî åñòü äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ÷èñëî âûãëÿäèò êàê

√

2
, ãäå ó ñèíóñà

ïîä êîðíåì ïèøåòñÿ 1, 2, 3, ó êîñèíóñà � íàîáîðîò.

Òåîðåìà

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ:

sin(180◦ − α) = sinα

cos(180◦ − α) = − cosα

tg (180◦ − α) = −tgα
ctg (180◦ − α) = −ctgα

Òàêèì îáðàçîì, åñëè α � îñòðûé óãîë, òî ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîð-
ìóë ìîæíî íàéòè ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ èëè êîòàíãåíñ òóïîãî óãëà,
ñìåæíîãî ñ α.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ïðè÷åì ∠C = 90◦. Èç-

âåñòíî, ÷òî cos∠B =
1

3
, AB = 9. Íàéäèòå BC.

2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ïðè÷åì ∠C = 90◦. Íàéäèòå äëèíó åãî ãè-

ïîòåíóçû, åñëè AC = 8, cos∠A =
4

5
.

3. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê Y ES ñ ãèïîòåíóçîé Y E. Íàé-
äèòå cos∠E, åñëè sin∠Y = 0, 8.

4. Äàí òðåóãîëüíèê Y ES, ïðè÷åì ∠S = 90◦. Èçâåñòíî, ÷òî tg∠Y =
1, 5. Íàéäèòå ctg∠E.

5. Äàí òðåóãîëüíèê Y ES, ïðè÷åì ∠S � ïðÿìîé. Íàéäèòå ñèíóñ óã-

ëà E, åñëè ñèíóñ óãëà Y ðàâåí
3

5
.

6. Äàí òðåóãîëüíèê Y ES, ïðè÷åì Y S ⊥ ES. Íàéäèòå tg∠Y , åñëè
tg∠E = 4.

7. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê CAT , ïðè÷åì ∠C = 90◦, à CH
� âûñîòà ýòîãî òðåóãîëüíèêà.
Èçâåñòíî, ÷òî sin∠ACH = 2

5, AT = 8. Íàéäèòå AH.

8. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé 4CAT ñ îñòðûìè óãëàìè A è T . Òî÷êà H
� òàêàÿ òî÷êà íà ñòîðîíå AT , ÷òî cos∠ACH = cos∠ATC = 0, 2.
Íàéäèòå HT , åñëè èçâåñòíî, ÷òî AT = 2, 5.

9. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå CAT èç âåðøèíû C ïðÿìîãî óãëà
îïóùåíà âûñîòà CH. Èçâåñòíî, ÷òî TH = 12, CH = 5. Íàéäèòå
13 sin∠A.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

10. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AC = 12, tgA =

√
2

4
. Íàéäèòå âû-

ñîòó CH.

11. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠C = 90◦, sin∠BAC =
2

3
. Íàéäèòå AC,

åñëè AB = 6
√
5.

12. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: AB = 15, sin∠D = 0, 4. Íàéäèòå äëè-
íó h � âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû B íà ñòîðîíó AD.

13. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD èçâåñòíî, ÷òî BC : AB = 2 : 1, AC
� äèàãîíàëü. Íàéäèòå îòíîøåíèå êîñèíóñà óãëà CAD ê êîñèíóñó
óãëà ACD.

14. Â òðåóãîëüíèêå ABC: ∠A = 90◦, ctg∠B = 0, 6. Ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ABC ðàâíà 7, 5. Íàéäèòå AB + AC.

15. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD: AD = 5, AD ‖ BC, BD ïåðïåíäè-
êóëÿðíà ê AD, sin∠A = cos∠A, sin∠C = 5√

34
. Íàéäèòå BC.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîñèíóñà

cos∠B =
BC

AB
=

1

3
⇔ BC =

1

3
· AB =

1

3
· 9 = 3

2. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ êîñèíóñà

cos∠A =
AC

AB
=

4

5
⇔ AB = AC · 5

4
= 10

3. Îòâåò. 0,8. Ðåøåíèå.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíóñà è êîñèíóñà:

sin∠Y =
ES

Y E
è cos∠E =

ES

Y E

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî cos∠E = sin∠Y = 0, 8.

4. Îòâåò. 1,5. Ðåøåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà è êîòàíãåíñà:

tg∠Y =
ES

Y S
è ctg∠E =

ES

Y S

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî tg∠Y = ctg∠E = 1, 5.

5. Îòâåò. 0,8. Ðåøåíèå.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíóñà:

sin∠E =
Y S

Y E
= cos∠Y

Ò.ê. sin2 α+cos2 α = 1 äëÿ ëþáîãî óãëà α, òî cos2∠Y = 1−(0, 6)2 =
0, 64, ñëåäîâàòåëüíî, cos∠Y = 0, 8.

Çíà÷èò è sin∠E = 0, 8.

6. Îòâåò. 0,25. Ðåøåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ òàíãåíñà:

tg∠Y =
ES

Y S
= ctg∠E

10



Ò.ê. tgα · ctgα = 1 äëÿ ëþáîãî óãëà α, òî

ctg∠E =
1

tg∠E
=

1

4

Ñëåäîâàòåëüíî, tg∠Y = 1
4 = 0, 25.

7. Îòâåò. 1,28. Ðåøåíèå.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñèíóñà sin∠ACH =
AH

AC
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè

AH, íåîáõîäèìî íàéòè AC.

Ò.ê. âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà CAT , îïóùåííàÿ èç
âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, äåëèò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà, êàæäûé èç
êîòîðûõ ïîäîáåí4CAT , òî ∠ACH = ∠ATC. Çíà÷èò, è sin∠ACH =
sin∠ATC = 2

5.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ

sin∠ATC =
AC

AT
⇒ 2

5
=
AC

8
⇔ AC =

16

5

Çíà÷èò,

2

5
=
AH

AC
⇒ AH = AC · 2

5
=

32

25
= 1, 28.
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8. Îòâåò. 0,1. Ðåøåíèå.

Ò.ê. êîñèíóñû óãëîâ ACH è ATC ðàâíû, òî ðàâíû è ýòè óãëû
(ò.ê. ýòî óãëû òðåóãîëüíèêîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, 4ACH ∼ 4CAT
ïî äâóì óãëàì (∠ACH = ∠ATC, ∠A � îáùèé). Ñëåäîâàòåëüíî,
∠AHC = ∠ACT = 90◦, òî åñòü 4ACH òîæå ïðÿìîóãîëüíûé.

Ïî ñâîéñòâó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è âûñîòû, îïóùåííîé
èç âåðøèíû åãî ïðÿìîãî óãëà, 4CHT ∼ 4CAT .

Ïî îïðåäåëåíèþ êîñèíóñà cos∠CTH =
HT

CT
. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîá-

õîäèìî íàéòè CT .

Èç òðåóãîëüíèêà CAT :

cos∠ATC =
CT

AT
= 0, 2 ⇒ CT = AT · 0, 2 = 2, 5 · 0, 2 = 0, 5

Ñëåäîâàòåëüíî,

HT = CT · cos∠CTH = 0, 5 · 0, 2 = 0, 1.

9. Îòâåò. 12. Ðåøåíèå.

Ïî ñâîéñòâó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà è âûñîòû, îïóùåííîé
èç åãî ïðÿìîãî óãëà, 4CHT ∼ 4CAT . Çíà÷èò, ∠HCT = ∠A.
Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü sin∠HCT .
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Èç òðåóãîëüíèêà HCT :

sin∠HCT =
TH

TC

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç ýòîãî æå òðåóãîëüíèêà ìû ìîæåì íàéòè
TC:

TC =
√
TH2 + CH2 =

√
122 + 52 = 13

Ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠A = sin∠HCT =
12

13
⇒ 13 sin∠A = 12.

10. Îòâåò. 4. Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ACH. Òàê êàê òàíãåíñ � ýòî îòíî-
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øåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ïðèëåæàùåìó, òî

CH

AH
=

√
2

4

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèíÿòü CH =
√
2x, AH = 4x, ãäå x �

íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç
ýòîãî æå òðåóãîëüíèêà

AC2 = AH2 + CH2 ⇒ 144 = 2x2 + 16x2 ⇒ x = 2
√
2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

CH =
√
2x =

√
2 · 2
√
2 = 4.

11. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå. Ñèíóñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-

óãîëüíèêå ðàâåí îòíîøåíèþ ïðîòèâîëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà
ê ãèïîòåíóçå, òîãäà

BC

AB
=

2

3
⇒ BC =

2

3
AB = 4

√
5.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AC2 = AB2−BC2 = 36 · 5− 16 · 5 = 20 · 5 =
102, òîãäà AC = 10.

12. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Â ïàðàëëåëîãðàììå ñóììà îäíîñòîðîííèõ
óãëîâ ðàâíà 180◦, òîãäà sin∠A = sin (π − ∠D) = sin∠D = 0, 4.
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Ñèíóñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâåí îòíîøå-
íèþ ïðîòèâîëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà ê ãèïîòåíóçå, òîãäà

0, 4 =
h

AB
=
h

15
⇒ h = 6.

13. Îòâåò. 2. Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ êîñèíóñà è ñèíóñà îñòðîãî

óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïîëó÷àåì, ÷òî cos∠ACD =
sin∠CAD, òîãäà

cos∠CAD

cos∠ACD
=

cos∠CAD

sin∠CAD
= ctg∠CAD =

AD

CD
=
BC

AB
= 2.

14. Îòâåò. 8. Ðåøåíèå.

0, 6 = ctg∠B =
AB

AC
.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 7, 5, òîãäà 7, 5 = 0, 5 ·AB ·AC.
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Òàêèì îáðàçîì,

AB

AC
= 0, 6, AB · AC = 15.

Ïåðåìíîæàÿ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì AB2 = 9, òîãäà AB = 3, AC = 5,
çíà÷èò, AB + AC = 8.

15. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå.

Òðåóãîëüíèê ABD � ïðÿìîóãîëüíûé, òîãäà ∠A � îñòðûé. Â ñè-
ëó îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà (äëÿ ëþáîãî óãëà
α âûïîëíåíî sin2 α + cos2 α = 1) èç ðàâåíñòâà sin∠A = cos∠A
ïîëó÷àåì, ÷òî

sin∠A = ± 1√
2
,
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íî ∠A � îñòðûé, òîãäà

sin∠A =
1√
2

è, çíà÷èò, ∠A = 45◦.

∠ABD = 90◦ − ∠A = 45◦ = ∠A, òîãäà òðåóãîëüíèê ABD � ðàâ-
íîáåäðåííûé è BD = AD = 5.

AD||BC, BD ïåðïåíäèêóëÿðíà ê AD, òîãäà BD ïåðïåíäèêóëÿð-
íà è ê BC.

Òàê êàê ñèíóñ îñòðîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ðàâåí
îòíîøåíèþ ïðîòèâîëåæàùåãî ýòîìó óãëó êàòåòà ê ãèïîòåíóçå, òî

5√
34

=
5

CD
⇒ CD =

√
34.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà BC2 = CD2 − BD2 = 34 − 25 = 9 = 32,
òîãäà BC = 3.
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Óðîê 13. Îñíîâíûå ôîðìóëû ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ è
òðåóãîëüíèêîâ

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà � ýòî âåëè÷èíà, îáî-
çíà÷àþùàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè, êîòîðóþ çàíèìàåò äàííûé ìíîãîóãîëü-
íèê. Çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ ïëîùàäè ïðèíèìàþò ïëîùàäü êâàäðàòà
ñî ñòîðîíîé 1 ñì, 1 ìì è ò.ä. (åäèíè÷íûé êâàäðàò). Òîãäà ïëîùàäü
áóäåò èçìåðÿòüñÿ â ñì2, ìì2 ñîîòâåòñòâåííî.
Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü ôèãóðû � ýòî âåëè-

÷èíà, ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êîòîðîé ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç åäèíè÷-
íûé êâàäðàò óìåùàåòñÿ â äàííîé ôèãóðå.

Ñâîéñòâà ïëîùàäè
1. Ïëîùàäü ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà � âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ.
2. Ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè.
3. Åñëè ìíîãîóãîëüíèê ñîñòàâëåí èç íåñêîëüêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

òî åãî ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
4. Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ðàâíà a2.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà è ïàðàëëåëîãðàììà

Òåîðåìà: ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
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Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b ðàâíà S = ab.

Äîêàçàòåëüñòâî
Äîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD äî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a + b,

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äàííûé êâàäðàò ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíè-
êà ABCD, åùå îäíîãî ðàâíîãî åìó ïðÿìîóãîëüíèêà è äâóõ êâàäðàòîâ
ñî ñòîðîíàìè a è b. Òàêèì îáðàçîì,

Sa+b = 2Sïð-ê + Sa + Sb ⇔ (a + b)2 = 2Sïð-ê + a2 + b2 ⇔
a2 + 2ab + b2 = 2Sïð-ê + a2 + b2 ⇒ Sïð-ê = ab

Îïðåäåëåíèå
Âûñîòà ïàðàëëåëîãðàììà � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç

âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ê ñòîðîíå (èëè ê ïðîäîëæåíèþ ñòîðîíû),
íå ñîäåðæàùåé ýòó âåðøèíó.
Íàïðèìåð, âûñîòà BK ïàäàåò íà ñòîðîíó AD, à âûñîòà BH � íà
ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû CD:

Òåîðåìà: ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âûñîòû è ñòîðî-

íû, ê êîòîðîé ïðîâåäåíà ýòà âûñîòà.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû AB′ è DC ′, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Çàìåòèì,÷òî ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû ðàâíû âûñîòå ïàðàëëåëîãðàììà
ABCD.
Òîãäà AB′C ′D � ïðÿìîóãîëüíèê, ñëåäîâàòåëüíî, SAB′C ′D = AB′ ·
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AD.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ABB′ è DCC ′ ðàâíû.
Òàêèì îáðàçîì,

SABCD = SABC ′D + SDCC ′ = SABC ′D + SABB′ = SAB′C ′D = AB′ · AD.
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Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

Îïðåäåëåíèå
Áóäåì íàçûâàòü ñòîðîíó, ê êîòîðîé â òðåóãîëüíèêå ïðîâåäåíà âû-

ñîòà, îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà
Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî îñíîâà-

íèÿ íà âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê ýòîìó îñíîâàíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðèìåì ñòîðîíó AB çà

îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà è ïðîâåä¼ì âûñîòó CH. Äîêàæåì, ÷òî

S =
1

2
AB · CH.

Äîñòðîèì òðåóãîëüíèê ABC äî ïàðàëëåëîãðàììà ABDC òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå: Òðåóãîëüíèêè ABC è DCB ðàâíû ïî òðåì

ñòîðîíàì (BC � èõ îáùàÿ ñòîðîíà, AB = CD è AC = BD êàê ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ABDC), ïîýòîìó èõ ïëî-
ùàäè ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà

ïîëîâèíå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ABDC, òî åñòü S =
1

2
AB ·CH.
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Òåîðåìà
Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäå-

íèÿ êàòåòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî
Äàííûé ôàêò íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Åñëè

îäèí èç êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðèíÿòü çà îñíîâàíèå,
òî òîãäà âòîðîé êàòåò ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé, ïðîâåäåííîé ê
ýòîìó îñíîâàíèþ.

Èç äîêàçàííîé âûøå ôîðìóëû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò ïðå-
êðàñíàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà Ïèôàãîðà (ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ)
1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò äëèíû ãèïîòåíóçû ðàâåí

ñóììå êâàäðàòîâ äëèí êàòåòîâ:

2. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè â òðåóãîëüíèêå êâàäðàò äëèíû îäíîé
ñòîðîíû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äëèí äðóãèõ äâóõ ñòîðîí, òî òàêîé
òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.
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Ïëîùàäü ðîìáà è òðàïåöèè

Òàê êàê ðîìá ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, òî äëÿ íåãî âåðíà òà
æå ôîðìóëà, òî åñòü ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âûñîòû è
ñòîðîíû, ê êîòîðîé ïðîâåäåíà ýòà âûñîòà.

Òåîðåìà
Ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû, ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Îáîçíà÷èì AO = a, CO =

b, BO = x,DO = y:

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ñîñòàâëåí èç ÷åòûðåõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïëîùàäü ðàâíà ñóììå
ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ:

SABCD =
1

2
ax +

1

2
xb +

1

2
by +

1

2
ay =

1

2
(ax + xb + by + ay) =

1

2
((a + b)x + (a + b)y) =

1

2
(a + b)(x + y)
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Ñëåäñòâèå: ïëîùàäü ðîìáà
Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî äèàãîíàëåé:

Sðîìá =
1

2
d1 · d2

Îïðåäåëåíèå
Âûñîòà òðàïåöèè � ýòî ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû

îäíîãî îñíîâàíèÿ ê äðóãîìó îñíîâàíèþ.

Òåîðåìà: ïëîùàäü òðàïåöèè
Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà

âûñîòó.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC è AD. Ïðîâåäåì

CD′ ‖ AB, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:

Òîãäà ABCD′ � ïàðàëëåëîãðàìì.

Ïðîâåäåì òàêæå BH ′ ⊥ AD,CH ⊥ AD (BH ′ = CH � âûñîòû
òðàïåöèè).

Òîãäà SABCD′ = BH ′ · AD′ = BH ′ ·BC, SCDD′ =
1

2
CH ·D′D

Ò.ê. òðàïåöèÿ ñîñòîèò èç ïàðàëëåëîãðàììà ABCD′ è òðåóãîëüíè-
êà CDD′, òî åå ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïàðàëëåëîãðàììà è
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òðåóãîëüíèêà, òî åñòü:

SABCD = SABCD′+SCDD′ = BH ′·BC+
1

2
CH·D′D =

1

2
CH (2BC +D′D) =

=
1

2
CH (BC + AD′ +D′D) =

1

2
CH (BC + AD)
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâåí 26, à åãî ïëîùàäü ðàâíà
40. Íàéäèòå ðàçíîñòü áîëüøåé è ìåíüøåé ñòîðîí ýòîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà.

2. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD: AB =
2

5
BC, ïåðèìåòð ABCD ðàâåí

42. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Â êâàäðàòå ABCD ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
äî îäíîé èç åãî ñòîðîí ðàâíî 5. Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî êâàäðàòà.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî âûñîòà ðàâíà 2, à îñòðûé óãîë
ðàâåí 30◦.

5. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, åñëè åãî äèàãîíàëè ðàâíû 4 è 12.
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6. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC = 5 è AD = 2 ·BC ïðîâå-
äåíà âûñîòà BE. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè òðàïåöèè ê äëèíå
ýòîé âûñîòû.

7. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC = 3 è AD > BC ïðîâå-
äåíû âûñîòû BE è CF . BE ïåðåñåêàåò ñðåäíþþ ëèíèþ MN â
òî÷êå K. Èçâåñòíî, ÷òî MK = 1, DF = 2, 4, BF = 5. Íàéäèòå
ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD.

8. Îñíîâàíèÿ AD è BC òðàïåöèè ABCD ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 20
è 12, îäíà èç áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíà 10, ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD
ðàâíà 80. Íàéäèòå îñòðûé óãîë òðàïåöèè ABCD, êîòîðûé îáðà-
çóåò ýòà áîêîâàÿ ñòîðîíà ñ îäíèì èç îñíîâàíèé. Îòâåò äàéòå â
ãðàäóñàõ.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

9. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 18. Îäíà èç åãî äèàãîíàëåé ðàâíà 12. Íàé-
äèòå äðóãóþ äèàãîíàëü.

10. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 6. Îäíà èç åãî äèàãîíàëåé â òðè ðàçà áîëü-
øå äðóãîé. Íàéäèòå ìåíüøóþ äèàãîíàëü.

11. Òî÷êà E ëåæèò íà ñòîðîíå BC ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD. Ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà AED ðàâíà 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
ABCD.
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12. Íàéäèòå ïëîùàäü êâàäðàòà ABCD, åñëè AC = 10.

13. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: BE � âûñîòà, BE = ED = 5. Ïëî-
ùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà 35. Íàéäèòå äëèíó AE.

14. Ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû 9 è 15. Âûñîòà, îïóùåííàÿ íà
ïåðâóþ ñòîðîíó, ðàâíà 10. Íàéäèòå âûñîòó, îïóùåííóþ íà âòîðóþ
ñòîðîíó ïàðàëëåëîãðàììà.
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15. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà 40, äâå åãî ñòîðîíû ðàâíû 5 è
10. Íàéäèòå áîëüøóþ âûñîòó ïàðàëëåëîãðàììà.

16. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè, îñíîâàíèÿ êîòîðîé
ðàâíû 6 è 2, áîëüøàÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà ñîñòàâëÿåò ñ îñíîâàíèåì
óãîë 45◦.

17. Îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ðàâíû 12 è 4. Åå ïëîùàäü
ðàâíà 64. Íàéäèòå îñòðûé óãîë ýòîé òðàïåöèè. Îòâåò äàéòå â ãðà-
äóñàõ.
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18. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 18 è 6, áîêîâàÿ ñòîðîíà, ðàâíàÿ 7,
îáðàçóåò ñ îäíèì èç îñíîâàíèé óãîë 150◦. Íàéäèòå ïëîùàäü òðà-
ïåöèè.

19. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 27 è 9, áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà 8. Ïëî-
ùàäü òðàïåöèè ðàâíà 72. Íàéäèòå îñòðûé óãîë òðàïåöèè, ïðèëå-
æàùèé ê äàííîé áîêîâîé ñòîðîíå. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.

20. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 14 è 26, à åå áîêîâûå
ñòîðîíû ðàâíû 10. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.
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21. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 7 è 13, à åå ïëîùàäü
ðàâíà 40. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó òðàïåöèè.

22. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 14 è 26, à åå ïåðèìåòð
ðàâåí 60. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

23. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíû 7 è 13, à åå ïëîùàäü
ðàâíà 40. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðàïåöèè.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàììà, òî ó íåãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ðàâíû.

Îáîçíà÷èì äëèíó ïðÿìîóãîëüíèêà çà a, à åãî øèðèíó çà b, òîãäà
a · b = 40, a + b + a + b = 2(a + b) = 26, îòêóäà b = 13 − a è,
çíà÷èò, a · (13− a) = 40, ÷òî ðàâíîñèëüíî a2 − 13a + 40 = 0. Äèñ-
êðèìèíàíò D = 132 − 4 · 40 = 9 = 32, êîðíè a1 = 0, 5(13 + 3) =
8, a2 = 0, 5(13− 3) = 5. Ïðè a = 5 ïîëó÷àåì b = 8, íî a ≥ b, òîãäà
a = 8, b = 5 è ðàçíîñòü áîëüøåé è ìåíüøåé ñòîðîí ðàâíà 8−5 = 3.

2. Îòâåò. 45. Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïàðàëëåëîãðàììà, òî ó íåãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû

ðàâíû, òîãäà 2·AB+2·BC = 42, ÷òî ïðè AB =
2

5
BC ðàâíîñèëüíî

4

5
BC + 2 ·BC = 42, îòêóäà íàõîäèì BC = 15, çíà÷èò, AB = 6.

Òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ðàâíû ïî äâóì êàòåòàì, òîãäà èõ ïëî-
ùàäè ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
ïîëîâèíå ïëîùàäè ABCD è ðàâíà 0, 5 · 6 · 15 = 45.

3. Îòâåò. 100. Ðåøåíèå. Ïóñòü E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé
êâàäðàòà ABCD.

Â êâàäðàòå äèàãîíàëè ðàâíû è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïî-
ëàì, òîãäà AE = ED ⇒4ADE � ðàâíîáåäðåííûé.

Îïóñòèì èç òî÷êè E âûñîòó EF íà AD (äëèíà EF è åñòü ðàññòîÿ-
íèå îò òî÷êè E äî ñòîðîíû). Òàê êàê 4ADE � ðàâíîáåäðåííûé,
òî EF ÿâëÿåòñÿ è ìåäèàíîé, íî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
ìåäèàíà, ïðîâåä¼ííàÿ ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû,
òîãäà EF = 0, 5 · AD.

Òîãäà AD = 10, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü êâàäðàòà ABCD ðàâíà
100.
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4. Îòâåò. 8. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì DH ⊥ AB. Òàê êàê ∠A = 30◦,

à êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû,
òî AD = 2DH = 2 · 2 = 4. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
âûñîòû íà ñòîðîíó, ê êîòîðîé ïðîâåäåíà âûñîòà, ñëåäîâàòåëüíî,

S = DH · AB = 4 · 2 = 8

(AB = AD, òàê êàê â ðîìáå ïî îïðåäåëåíèþ âñå ñòîðîíû ðàâíû)

5. Îòâåò. 24. Ðåøåíèå. Òàê êàê ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå
ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé, òî

S = 0, 5 · 4 · 12 = 24

6. Îòâåò. 7,5. Ðåøåíèå. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó. Ïîëóñóììà îñíîâàíèé òðàïåöèè
ABCD ðàâíà 0, 5(5+2·5) = 7, 5. Ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD ðàâíà

7, 5BE, òîãäà
SABCD

BE
= 7, 5.

7. Îòâåò. 20,8. Ðåøåíèå. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó. Òàê êàê BC ‖ AD, òî â BCFE
âñå óãëû ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî,BCFE � ïðÿìîóãîëüíèê èEF =
BC = 3. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà å¼ îñíîâàíèÿì,
òîãäà MK ‖ AE. Ïðè ýòîì, M � ñåðåäèíà AB, çíà÷èò, MK �
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå ABE. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíè-
êà ðàâíà ïîëîâèíå åãî îñíîâàíèÿ, òîãäà AE = 2 ·MK = 2.

AD = AE + EF + FD = 2 + 3 + 2, 4 = 7, 4. Òðåóãîëüíèê BCF �
ïðÿìîóãîëüíûé. BC = 3, BF = 5, îòêóäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:
CF 2 = BF 2 −BC2 = 25− 9 = 16, òî åñòü, CF = 4.
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Ïëîùàäü ABCD ðàâíà 0, 5(3 + 7, 4) · 4 = 20, 8.

8. Îòâåò. 30. Ðåøåíèå. Ïóñòü AB = 10, BE � ïåðïåíäèêóëÿð ê
AD, òî÷êà E ëåæèò íà AD.

Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà
âûñîòó, òîãäà 80 = 0, 5(20 + 12) ·BE.

BE = 5 = 0, 5 ·AB. Òðåóãîëüíèê ABE, � ïðÿìîóãîëüíûé, ïðè÷¼ì
BE = 0, 5 · AB, òîãäà óãîë, ëåæàùèé ïðîòèâ êàòåòà BE, ðàâåí
30◦.

∠BAE = 30◦ � åäèíñòâåííûé îñòðûé óãîë òðàïåöèè ABCD, êî-
òîðûé îáðàçóåò AB ñ îäíèì èç îñíîâàíèé.

9. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Ïóñòü d � äèàãîíàëü ðîìáà, êîòîðóþ íóæ-
íî íàéòè. Òàê êàê ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ
äèàãîíàëåé, òî

18 = S = 0, 5 · d · 12 ⇒ d = 3

10. Îòâåò. 2. Ðåøåíèå. Ïóñòü ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ðàâíà d, òîãäà
áîëüøàÿ ðàâíà 3d. Òàê êàê ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðî-
èçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé, òî

6 = S = 0, 5 · d · 3d ⇒ d = 2

11. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðî-
èçâåäåíèÿ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó, òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêàAED
ðàâíà 0, 5 ·AD · h, ãäå h � âûñîòà, îïóùåííàÿ èç òî÷êè E íà AD.
Ïóñòü ýòà âûñîòà ïåðåñåêàåò AD â òî÷êå F , òîãäà FECD � ïà-
ðàëëåëîãðàìì (EF ‖ CD, EC ‖ FD), çíà÷èò, h = CD è ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíà AD ·h, òî åñòü îíà â äâà ðàçà áîëü-
øå, ÷åì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AED è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà 6.

12. Îòâåò. 50. Ðåøåíèå. AD = CD; ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì:
AC2 = AD2 + CD2 = 2 ·AD2, òîãäà AD2 = 50, íî ïëîùàäü êâàä-
ðàòà ABCD è ðàâíà AD2.
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13. Îòâåò. 2.Ðåøåíèå. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó, ïðîâåä¼ííóþ ê ýòîìó îñíîâàíèþ, òîãäà
35 = BE · AD = 5 · (5 + AE), îòêóäà íàõîäèì AE = 2.

14. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâå-
äåíèþ âûñîòû íà ñòîðîíó, ê êîòîðîé âûñîòà ïðîâåäåíà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïëîùàäü S = 9 · 10, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
S = 15 · h, ãäå h � âûñîòà, êîòîðóþ íóæíî íàéòè.
Ñëåäîâàòåëüíî,

9 · 10 = 15 · h ⇔ h = 6

15. Îòâåò. 8. Ðåøåíèå. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâå-
äåíèþ âûñîòû íà ñòîðîíó, ê êîòîðîé âûñîòà ïðîâåäåíà: S = ah.
Òîãäà h = S : a. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì áîëüøå a, òåì ìåíüøå h (ïðè
ôèêñèðîâàííîì S). Òàêèì îáðàçîì, áîëüøàÿ âûñîòà ðàâíà

h =
40

5
= 8

16. Îòâåò. 16. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âûñîòó CH. Òàê êàê ∠HBC =

45◦, òî ∠HCB = 45◦. Ñëåäîâàòåëüíî, 4HBC ðàâíîáåäðåííûé è
HB = HC.
ADCH � ïðÿìîóãîëüíèê, ñëåäîâàòåëüíî, AH = DC = 2. Òîãäà
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CH = HB = 6− 2 = 4. Òîãäà ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà

S =
AB +DC

2
· CH =

2 + 6

2
· 4 = 16

17. Îòâåò. 45. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âûñîòó CH. ADCH � ïðÿìî-

óãîëüíèê, ñëåäîâàòåëüíî, AH = DC = 4. Òîãäà HB = 12− 4 = 8.
Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà

64 =
AB +DC

2
· CH =

4 + 12

2
· CH ⇒ CH = 8

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè, ÷òî CH = HB = 8. Òî åñòü 4CHB
ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò, óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû, òî åñòü ∠HCB =
∠HBC. Òàê êàê ñóììà îñòðûõ óãëîâ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-
íèêå ðàâíà 90◦, òî ∠B = ∠HBC = 90◦ : 2 = 45◦.

18. Îòâåò. 42. Ðåøåíèå. Ïóñòü AD = 7, òîãäà ∠ADC = 150◦. Ïî
ñâîéñòâó òðàïåöèè ∠DAB = 180◦ − 150◦ = 30◦. Ïðîâåäåì DH ⊥
AB. Ðàññìîòðèì4ADH. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí

ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, ñëåäîâàòåëüíî, DH = AD : 2 = 3, 5. Òîãäà
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ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà

S =
AB +DC

2
·DH =

18 + 6

2
· 3, 5 = 42

19. Îòâåò. 30. Ðåøåíèå. Ïóñòü AD = 8. Ïðîâåäåì DH ⊥ AB. Òîãäà

ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà

72 =
AB +DC

2
·DH =

27 + 9

2
·DH ⇒ DH = 4

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé4ADH. Òàê êàê êàòåòDH ðàâåí ïî-
ëîâèíå ãèïîòåíóçû AD, òî óãîë DAH ðàâåí 30◦.

20. Îòâåò. 160. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïî ñâîéñòâó ðàâ-
íîáåäðåííîé òðàïåöèè AH = (AD − BC) : 2 = (26 − 14) : 2 = 6.
Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABH:

BH =
√
AB2 − AH2 =

√
102 − 62 = 8

Òîãäà ïëîùàäü òðàïåöèè:

S =
AD +BC

2
·BH =

26 + 14

2
· 8 = 160

21. Îòâåò. 5. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïëîùàäü òðàïåöèè
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ðàâíà

40 =
AD +BC

2
·BH =

7 + 13

2
·BH ⇒ BH = 4

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ABH. Ïî ñâîéñòâó ðàâíîáåäðåí-
íîé òðàïåöèè AH = (AD − BC) : 2 = (13 − 7) : 2 = 3. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

AB =
√
AH2 +BH2 = 5

22. Îòâåò. 160. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïî ñâîéñòâó ðàâ-
íîáåäðåííîé òðàïåöèè AH = (AD − BC) : 2 = (26 − 14) : 2 = 6.
Òàê êàê ïåðèìåòð òðàïåöèè ðàâåí 60, à áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû,

òî

AB =
60− 14− 26

2
= 10

Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABH:

BH =
√
AB2 − AH2 =

√
102 − 62 = 8

Òîãäà ïëîùàäü òðàïåöèè:

S =
AD +BC

2
·BH =

26 + 14

2
· 8 = 160
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23. Îòâåò. 30. Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âûñîòó BH. Ïëîùàäü òðàïåöèè

ðàâíà

40 =
AD +BC

2
·BH =

7 + 13

2
·BH ⇒ BH = 4

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé 4ABH. Ïî ñâîéñòâó ðàâíîáåäðåí-
íîé òðàïåöèè AH = (AD − BC) : 2 = (13 − 7) : 2 = 3. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

AB =
√
AH2 +BH2 = 5

Òîãäà ïåðèìåòð òðàïåöèè ðàâåí 5 + 5 + 7 + 13 = 30.
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Óðîê 14. Äîïîëíèòåëüíûå ôîðìóëû ïëîùàäåé ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ è

òðåóãîëüíèêîâ

Òåîðåìà: ôîðìóëà Ãåðîíà äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

Ïóñòü p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, a, b, c � äëèíû åãî ñòîðîí,

òîãäà åãî ïëîùàäü ðàâíà

S4 =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

Òåîðåìà: ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà

Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû, òî ñóììû êâàäðàòîâ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû:

AB2 + CD2 = BC2 + AD2

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AB2 = x2 + a2

CD2 = b2 + y2

BC2 = x2 + b2

AD2 = a2 + y2

Èç ðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî AB2+CD2 = x2+a2+y2+b2 = BC2+AD2

Ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ ÷åðåç òðèãîíîìåòðèþ

Òåîðåìà: ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ åãî ñòî-

ðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è ïðîâåäåì â íåì âûñîòó BH.

Òîãäà S4ABC =
1

2
BH · AC (∗).

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABH: sin∠A =
BH

AB
⇒ BH =

AB · sin∠A. Ïîäñòàâèì äàííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëó (∗):
S4ABC =

1

2
AB · AC · sin∠A, ÷òä.
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Òåîðåìà: ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñìåæíûõ ñòî-

ðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCD è ïðîâåäåì äèàãîíàëü BD.
Òðåóãîëüíèêè ABD è CBD ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì.

Ñëåäîâàòåëüíî, SABCD = 2SABD = 2 · 1
2
AB ·AD · sin∠A = AB ·AD ·

sin∠A, ÷òä.

Òåîðåìà

Ïëîùàäü ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà ïîëî-

âèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî äèàãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Îáîçíà÷èì AO =
a,BO = b, CO = c,DO = d.
Çàìåòèì, ÷òî ∠AOB è ∠BOC � ñìåæíûå, ñëåäîâàòåëüíî, sin∠AOB =

sin∠BOC.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ∠AOB è ∠COD, ∠BOC è ∠DOA � ïàðû

âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, è èõ

ñèíóñû ðàâíû.

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷èì sin∠AOB = sin∠BOC = sin∠COD =
sin∠DOA = sin∠O.
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SABCD = SAOB + SBOC + SCOD + SDOA =

= 1
2ab · sin∠O + 1

2bc · sin∠O + 1
2cd · sin∠O + 1

2da · sin∠O =

= 1
2 sin∠O(ab + bc + cd + da) =

= 1
2 sin∠O(b(a + c) + d(a + c)) =

= 1
2 sin∠O(a + c)(b + d) =

= 1
2AC ·BD · sin∠O
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AC = 4, AB = 6, cos∠BAC =

√
15

4
. Íàé-

äèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC: AD � âûñîòà, cos∠DAC = 0, 7, AC = 6,
BC = 9. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 250, îäíà èç åãî ñòîðîí ðàâíà
120, åù¼ îäíà ñòîðîíà ðàâíà 17. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

4. Ñòîðîíà AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 2, åãî ïåðèìåòð P = 9, à

åãî ïëîùàäü ðàâíà

√
135

4
, ïðè÷¼ì AC · BC = 12. Íàéäèòå BC +

AC.

5. Ñòîðîíà AB òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
√
3, åãî ïåðèìåòð P =

10

2
√
3−
√
2
, à åãî ïëîùàäü ðàâíà 0, 5

√
5, ïðè÷¼ì AC · BC =

√
6.

Íàéäèòå (BC + AC) · (
√
3−
√
2).

6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD: AB = 6, BC = 5, sin∠A + sin∠B +
sin∠C+sin∠D = 3, 24. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììàABCD.

7. Â ðîìáå ABCD: O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, BD = 8,
tg∠BDC = 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà ABCD.

8. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè AC è BD ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ∠COD = arcsin 0, 85, AC = 5, BD = 4.
Íàéäèòå ïëîùàäü ABCD.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

9. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 6, 5 è
√
13.

10. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 22,
√
197 è

√
65.

11. Íàéäèòå êâàäðàò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 7, 11 è 6
√
6.

12. Íàéäèòå âûñîòó òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííóþ ê ñòîðîíå äëèíîé 8,
åñëè âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå äëèíîé 6, ðàâíà 4.

13. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà ðàâíà
4
√
3, à îäèí èç

óãëîâ ðàâåí 30◦. Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

14. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 4, à ïëî-
ùàäü ðàâíà 4, 1. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

15. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îòìå÷åíû òî÷êè A′

è C ′ ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî BC ′ = 0, 5BC = 4, AB = 14,
SABC = 7SA′BC ′. Íàéäèòå A′B.

16. Â òðàïåöèè áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû 12 è 12
√
5, óãîë ïðè ìåíüøåé

áîêîâîé ñòîðîíå ðàâåí 135◦. Íàéäèòå îòíîøåíèå ìåíüøåãî îñíî-

âàíèÿ ê áîëüøåìó, åñëè ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 156.
Åñëè çàäà÷à äîïóñêàåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îòâåòà, âíåñèòå â áëàíê

ìåíüøèé èç íèõ.

17. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíà 50. Íàéäèòå ïëîùàäü

âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà A′B′C ′D′, âåðøèíû êîòîðîãî � ñå-

ðåäèíû ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.

6



Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå.

Èç îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà:

sin2∠BAC = 1− 15

16
, òîãäà sin∠BAC = ±0, 25. Òàê êàê ∠BAC ∈

(0◦; 180◦), òî sin∠BAC = 0, 25.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ åãî

ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè,

òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 0, 5 · 4 · 6 · 0, 25 = 3.

2. Îòâåò. 18,9. Ðåøåíèå.

Òàê êàê AD ïåðïåíäèêóëÿðíà DC, òî sin∠C = cos∠DAC = 0, 7.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ åãî

ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè,
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òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 0, 5 · 6 · 9 · 0, 7 = 18, 9.

3. Îòâåò. 900. Ðåøåíèå.

Òðåòüÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà 250− 120− 17 = 113.
Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà S4ABC =

√
p(p− AB)(p−BC)(p− AC), ãäå

p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Äëÿ äàííîãî òðåóãîëüíèêà

S4ABC =
√
125 · (125− 120) · (125− 17) · (125− 113) =

=
√
125 · 5 · 12 · 108 =

= 25
√
12 · 108 = 100

√
3 · 27 = 900.

4. Îòâåò. 7. Ðåøåíèå.

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà S4ABC =
√
p(p− AB)(p−BC)(p− AC), ãäå

p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC, p = 4, 5,

òîãäà S2
4ABC = p(p − AB)(p − BC)(p − AC), òîãäà

S2
4ABC

p(p− AB)
=

(p−BC)(p− AC) = p2 − p(AC +BC) + AC ·BC, îòêóäà
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135
16

4, 5 · 2, 5
=

81

4
− 9

2
(AC + BC) + 12 ⇒ 135

16
· 4
45

=
81

4
−

9

2
(AC +BC) + 12 ⇒

⇒ 39

2
=

9

2
(AC +BC)− 12 ⇒ AC +BC = 7.

5. Îòâåò. 1. Ðåøåíèå.

P =
10

2
√
3−
√
2
=

(2
√
3 +
√
2)(2
√
3−
√
2)

2
√
3−
√
2

= 2
√
3 +
√
2.

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà S4ABC =
√
p(p− AB)(p−BC)(p− AC), ãäå

p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC, p =
√
3 + 0, 5

√
2, òîãäà

S2
4ABC = p(p− AB)(p−BC)(p− AC) ⇒
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⇒
S2
4ABC

p(p− AB)
= (p−BC)(p−AC) = p2−p(AC+BC)+AC·BC,

îòêóäà

1, 25

(
√
3 + 0, 5

√
2) · 0, 5

√
2
= 3, 5+

√
6− (
√
3+0, 5

√
2)(AC +BC)+

√
6

Çíà÷èò:

AC +BC =
3, 5 + 2

√
6√

3 + 0, 5
√
2
− 2, 5

(
√
3 + 0, 5

√
2)2 ·
√
2
=

=
(3, 5 + 2

√
6)(
√
3 + 0, 5

√
2)
√
2

(
√
3 + 0, 5

√
2)2 ·
√
2

− 2, 5

(
√
3 + 0, 5

√
2)2 ·
√
2
=

=
(3, 5 + 2

√
6)(
√
3 + 0, 5

√
2)
√
2

(
√
3 + 0, 5

√
2)2
√
2

− 2, 5

(
√
3 + 0, 5

√
2)2 ·
√
2
=

5, 5
√
6 + 13

3, 5
√
2 + 2

√
3

Òîãäà

(AC+BC)·(
√
3−
√
2) =

(5, 5
√
6 + 13)(

√
3−
√
2)

3, 5
√
2 + 2

√
3

=
3, 5
√
2 + 2

√
3

3, 5
√
2 + 2

√
3
= 1

6. Îòâåò. 24,3. Ðåøåíèå.

Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ðàâíû, à îäíîñòîðîí-

íèå óãëû â ñóììå ñîñòàâëÿþò 180◦.
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Òàê êàê sin (π − α) = sinα, òî sin∠A+sin∠B+sin∠C +sin∠D =
4 sin∠A, îòêóäà íàõîäèì sin∠A = 0, 81.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ åãî íåïà-

ðàëëåëüíûõ ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, òîãäà

SABCD = 6 · 5 · 0, 81 = 24, 3.

7. Îòâåò. 96. Ðåøåíèå.

Â ðîìáå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì è òî÷êîé ïå-

ðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òîãäà OD = 4,
CO

OD
= tg∠BDC = 3,

îòêóäà CO = 12, ñëåäîâàòåëüíî, AC = 24.

Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî äèàãîíàëåé, òî-

ãäà

SABCD = 0, 5 · 8 · 24 = 96.

8. Îòâåò. 8,5. Ðåøåíèå.

Ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâå-

äåíèÿ åãî äèàãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, òîãäà sin∠COD =
sin (arcsin 0, 85) = 0, 85, òîãäà

SABCD = 0, 5 · 0, 85 · 5 · 4 = 8, 5.

11



9. Îòâåò. 9. Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãåðîíà äëÿ ïîèñêà ïëî-

ùàäè òðåóãîëüíèêà:

S =

√√√√6 + 5 +
√
13

2
·

(
6 + 5 +

√
13

2
−
√
13

)
·

(
6 + 5 +

√
13

2
− 5

)
·

(
6 + 5 +

√
13

2
− 6

)
=

=

√
6 + 5 +

√
13

2
· 6 + 5−

√
13

2
· 6 +

√
13− 5

2
· 5 +

√
13− 6

2
=

=

√
11 +

√
13

2
· 11−

√
13

2
·
√
13 + 1

2
·
√
13− 1

2
=

1

4
·
√(

112 − (
√
13)2

)
·
(
(
√
13)2 − 12

)
=

=
1

4
·
√

(121− 13)(13− 1) =
1

4
·
√

(4 · 3 · 9) · (4 · 3) = 1

4
· 2 · 3 · 3 · 2 = 9.

10. Îòâåò. 11. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ýòîò òðåóãîëüíèê. Ïðîâåäåì

âûñîòó ê ñòîðîíå, ðàâíîé 22:

Îáîçíà÷èì ýòó âûñîòó çà h, à îòðåçêè, íà êîòîðûå îíà ðàçáèëà

ñòîðîíó, çà x è 22− x. Çàïèøåì òåîðåìó Ïèôàãîðà äëÿ äâóõ ïî-

ëó÷èâøèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ:{
197 = h2 + (22− x)2

65 = h2 + x2
⇔

{
197− 65 = (22− x)2 − x2

65 = h2 + x2
⇔
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⇔
{
132 = (22− x− x)(22− x + x)

65 = h2 + x2
⇔

{
x = 8

h = 1

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

S =
1

2
· 1 · 22 = 11

11. Îòâåò. 1350. Ðåøåíèå.

Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà êâàäðàò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ðàâåí

S2 =
7 + 11 + 6

√
6

2
·
(
7 + 11 + 6

√
6

2
− 6
√
6

)
·
(
7 + 11 + 6

√
6

2
− 7

)
·(

7 + 11 + 6
√
6

2
− 11

)
=

=
7 + 11 + 6

√
6

2
· 7 + 11− 6

√
6

2
· 11 + 6

√
6− 7

2
· 7 + 6

√
6− 11

2
=

=
1

16
· (18 + 6

√
6)(18− 6

√
6)(6
√
6 + 4)(6

√
6− 4) =

13



=
1

16
· 62 · (3 +

√
6)(3−

√
6) · ((6

√
6)2 − 42) =

62 · 3 · 200
16

= 1350.

12. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Ò.ê. ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëóïðî-

èçâåäåíèþ âûñîòû è ñòîðîíû, ê êîòîðîé ýòà âûñîòà ïðîâåäåíà, òî

ñ îäíîé ñòîðîíû ïëîùàäü ðàâíà

S =
1

2
· 6 · 4,

à ñ äðóãîé

S =
1

2
· 8 · h,

ãäå h � âûñîòà, êîòîðóþ íóæíî íàéòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

1

2
· 6 · 4 = 1

2
· 8 · h ⇔ h = 3.

13. Îòâåò. 0,375. Ðåøåíèå.

Ò.ê. êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà â 30◦, ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíó-

çû, òî AC = 0, 5 · AB = 0, 5 · 4
√
3.
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Ò.ê. ∠A = 90◦ − ∠B = 60◦, òî ïëîùàäü ðàâíà

S =
1

2
· AC · AB · sin 60◦ = 1

2
· 0, 5 · 4

√
3 · 4
√
3 ·
√
3

2
=

3

8
= 0, 375.

14. Îòâåò. 4,1. Ðåøåíèå. Ò.ê. êàòåòû îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 4, òî èõ ìîæ-
íî îáîçíà÷èòü çà 4x è 5x. Òîãäà íåîáõîäèìî íàéòè ãèïîòåíóçó, ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà ðàâíóþ

√
25x2 + 16x2 =

√
41x2.

Ò.ê. ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëóïðîèçâå-

äåíèþ êàòåòîâ, òî S = 0, 5 · 5x · 4x = 10x2 = 4, 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
x2 = 0, 41.

Çíà÷èò, ãèïîòåíóçà ðàâíà√
41 · 0, 41 =

√
41 · 41 · 0, 01 = 41 · 0, 1 = 4, 1.

15. Îòâåò. 4. Ðåøåíèå.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà SABC = 0, 5 · 14 · 8 · sin∠B.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà A′BC ′ ðàâíà SA′BC ′ = 0, 5 ·A′B · 4 · sin∠B.
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàâåíñòâî:

0, 5 · 14 · 8 · sin∠B = 7 · 0, 5 · A′B · 4 · sin∠B ⇔ A′B = 4.

16. Îòâåò. 0,04. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðàïåöèþ ABCD, ãäå AB =
12, CD = 12

√
5, ∠A = 45◦,∠B = 135◦, è ïðîâåäåì â íåé âûñîòû

BH è CK. Ïðè ýòîì òðàïåöèÿ ìîæåò âûãëÿäåòü äâóìÿ ðàçíûìè

ñïîñîáàìè.

1 ñïîñîá.

Çàìåòèì, ÷òî 4ABH � ïðÿìîóãîëüíûé è ðàâíîáåäðåííûé, òîãäà

BH = AH =
AB√
2
=

12√
2
= 6
√
2

Çíà÷èò, èç ïðÿìîóãîëüíîãî 4DCK ìîæíî íàéòè KD:

KD2 = CD2−CK2 = (12
√
5)2−(6

√
2)2 = 648 ⇒ KD =

√
9 · 9 · 4 · 2 = 18

√
2

Ò.ê. ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 156, òî èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

6
√
2 + 18

√
2 + x + x

2
· 6
√
2 = 156 ⇒ x =

√
2

Òîãäà BC : AD = (
√
2) : (25

√
2) = 1 : 25.
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2 ñïîñîá.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñïîñîáó, íàõîäèì

CK = DK = BH = 6
√
2, AH = 18

√
2, AD = 18

√
2 + x − 6

√
2 =

12
√
2 + x.

Èç óðàâíåíèÿ 156 =
12
√
2 + x + x

2
· 6
√
2 íàõîäèì x = 7

√
2.

Çíà÷èò, BC : AD = (7
√
2) : (19

√
2) = 7 : 19.

Ò.ê. 1
25 <

7
19, òî â îòâåò ïîéäåò

1
25 = 0, 04.

17. Îòâåò. 25. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðèñóíîê. Ïðîâåäåì äèàãîíàëè

AC è BD. Òàê êàê A′, B′ � ñåðåäèíû AB è BC, òî A′B′ � ñðåä-
íÿÿ ëèíèÿ 4ABC. Ñëåäîâàòåëüíî, A′B′ = 0, 5AC. Àíàëîãè÷íî
C ′D′ = 0, 5AC, A′D′ = B′C ′ = 0, 5BD. Ñëåäîâàòåëüíî, A′B′C ′D′

� ïàðàëëåëîãðàìì ïî ïðèçíàêó.

Òàê êàê ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ äèà-

ãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, òî

SABCD = 0, 5 · AC ·BD · sin∠AOB
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Òàê êàê ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà òàêæå ìîæíî èñêàòü êàê ïðî-

èçâåäåíèå ñìåæíûõ ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, òî

SA′B′C ′D′ = A′D′ · A′B′ · sin∠B′A′D′

Çàìåòèì, ÷òî ∠AOB = ∠B′A′D′ êàê óãëû ñ ïîïàðíî ïàðàëëåëü-

íûìè ñòîðîíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

SA′B′C ′D′ = 0, 5BD · 0, 5AC · sin∠AOB = 0, 5SABCD = 0, 5 · 50 = 25

18



Óðîê 15. Òåîðåìû îá îòíîøåíèÿõ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ

Òåîðåìà

Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà 4ABC è 4A1B1C1 èìåþò ðàâíûå âûñî-
òû, òî èõ ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê îñíîâàíèÿ, ê êîòîðûì ýòè âûñîòû
ïðîâåäåíû.

Ñëåäñòâèå

Åñëè âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ïåðåìåùàòü ïî ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíå, òî ïëîùàäü ïðè ýòîì îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.
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Ñëåäñòâèå

Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà, ðàâíûõ ïî
ïëîùàäè (ðàâíîâåëèêèõ).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâàíèÿ íà
âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê ýòîìó îñíîâàíèþ: SABC = 0, 5 · AC · h.
Ïóñòü BD � ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå ABC, òîãäà AD = DC.

SABD = 0, 5 · AD · h,
SBCD = 0, 5 ·DC · h.

Òàê êàê AD = DC, òî SABD = SBCD, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå

Âñå òðè ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà øåñòü ðàâíîâåëèêèõ
òðåóãîëüíèêîâ.
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Òåîðåìà

Âñå òðè ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà ÷åòûðå ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêà, è, êàê ñëåäñòâèå, ðàâíûõ ïî ïëîùàäè.

Òåîðåìà

Åñëè äâà òðåóãîëüíèêà4ABC è4A2B2C2 èìåþò ïî ðàâíîìó óãëó,
òî èõ ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñòîðîí, îáðàçóþùèõ ýòîò
óãîë.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ∠A = ∠A2. Ñîâìåñòèì ýòè óãëû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå (òî÷êà A ñîâìåñòèëàñü ñ òî÷êîé A2):
Ïðîâåäåì âûñîòû BH è C2K.
Òðåóãîëüíèêè AB2C2 è ABC2 èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó C2K, ñëå-
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äîâàòåëüíî:
SAB2C2

SABC2

=
AB2

AB

Òðåóãîëüíèêè ABC2 è ABC èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó BH, ñëå-
äîâàòåëüíî:

SABC2

SABC
=

AC2

AC

Ïåðåìíîæàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

SAB2C2

SABC
=

AB2 · AC2

AB · AC
èëè

SA2B2C2

SABC
=

A2B2 · A2C2

AB · AC
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Ñëåäñòâèå

Áèññåêòðèñà óãëà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà,
ïëîùàäè êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê ñòîðîíû, îáðàçóþùèå ýòîò óãîë

Èç äàííûõ òåîðåì, ñâÿçàííûõ ñ îòíîøåíèåì ïëîùàäåé òðåóãîëüíè-
êîâ, ñëåäóåò îäèí çàìå÷àòåëüíûé ôàêò î áèññåêòðèñå óãëà òðåóãîëü-
íèêà.

Òåîðåìà

Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó íà ÷àñòè, ïðîïîðöè-
îíàëüíûå ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì.
Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè îòðåçîê, ïðîâåäåííûé èç âåðøèíû òðå-

óãîëüíèêà ê ñòîðîíå, äåëèò ýòó ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëü-
íûå ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì, òî ýòî áèññåêòðèñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ åñòü ðàâíûå óãëû, îòíîñÿòñÿ
êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñòîðîí, îáðàçóþùèõ ýòè óãëû, òî åñòü

SACD

SBCD
=

AC · CD

CB · CD
=

AC

CB

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
SACD

SBCD
=

0, 5 · AD · h
0, 5 ·DB · h

, ãäå h � âûñîòà, ïðîâåä¼í-

íàÿ èç òî÷êè C, òîãäà
SACD

SBCD
=

AD

DB
.

Â èòîãå
AD

DB
=

SACD

SBCD
=

AC

CB
, îòêóäà

AD

AC
=

DB

BC
, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Òî÷êè M,N,P ëåæàò íà ñòîðîíàõ AB,BC,CA ñîîòâåòñòâåííî
òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷åì AM : AB = BN : BC = CP : CA =
1 : 3. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà MNP ðàâíà 15. Íàéäèòå ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ABC.

2. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé m äâèæåòñÿ
òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êè äî ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà íå ìåíÿåòñÿ, è íàéäèòå ýòó ñóììó.

3. Òî÷êèM,N,P ëåæàò íà ñòîðîíàõAB,BC,CA òðåóãîëüíèêàABC,
ïðè÷åì AM : AB = BN : BC = CP : CA = 1 : 3. Ïðè ïåðå-
ñå÷åíèè îòðåçêîâ AN,BP,CM îáðàçóåòñÿ òðåóãîëüíèê A1B1C1,
ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 1. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

4. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è
N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AM : MC = 4 : 5, BN : BC = 0, 25.
Îòðåçêè BM è AN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Íàéäèòå ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà APM , åñëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 63.

5. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1, B1, C1 òàê, ÷òî B1 �
ñåðåäèíà AA1, C1 � ñåðåäèíà BB1, A1 � ñåðåäèíà CC1. Íàéäèòå
îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è ABC.

6. ABCD � âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, òî÷êè P , Q, R è S ñåðåäè-
íû åãî ñòîðîí, ïðè÷¼ì PQRS òîæå âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.
A1B1C1D1 äðóãîé âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ ñåðåäèíàìè ñòî-
ðîí â òî÷êàõ P , Q, R è S.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè PQRS òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ
ïîïîëàì.

á) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû
SA1B1C1D1

SABCD
.

7. ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, òî÷êè M è N ëåæàò íà ñòîðîíàõ AD
è CD ñîîòâåòñòâåííî. AN ïåðåñåêàåòñÿ ñ BM â òî÷êå P , AN
ïåðåñåêàåòñÿ ñ CM â òî÷êå Q, BN ïåðåñåêàåòñÿ ñ CM â òî÷êå R.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ AQCD è MBNQ
ðàâíû.
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Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 45. Ðåøåíèå. 4ABC è 4MBN èìåþò îáùèé óãîë B,
ïðè ýòîì BM = 2

3BA, BN = 1
3BC.

Ò.ê. ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îáùèõ óãîë, îòíîñÿòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèÿ ñòîðîí, îáðàçóþùèõ ýòîò óãîë, òî

SMBN

SABC
=

2
3BA · 13BC

BA ·BC
=

2

9
⇒ SMBN =

2

9
SABC

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

SMAP = SPCN =
2

9
SABC

Ñëåäîâàòåëüíî,

15 + 3 · 2
9
SABC = SABC ⇒ SABC = 3 · 15 = 45.

2. Îòâåò.

√
3

2
m. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé 4ABC,

AB = m, O � òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà, OA1, OB1, OC1 � ïåð-
ïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû BC,AC,AB ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì 4AOB, 4BOC, 4COA. Èõ ïëîùàäè ðàâíû 0, 5m ·
OC1; 0, 5m · OA1; 0, 5m · OB1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóììà èõ
ïëîùàäåé ðàâíà ïëîùàäè âñåãî 4ABC, ñëåäîâàòåëüíî:
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0, 5m · (OC1 +OA1 +OB1) = S4ABC =

√
3

4
m2 ⇔ OC1 +OA1 +OB1 =

√
3

2
m.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñóììà ïîñòîÿííà, à òàêæå íàøëè åå.

3. Îòâåò. 7. Ðåøåíèå. 1) Íàéäåì ÷àñòü, êîòîðóþ ñîñòàâëÿåò SMAA1

îò SABC . Äëÿ ýòîãî íàéäåì, â êàêîì îòíîøåíèè îòðåçîê AN äå-
ëèòñÿ îòðåçêîì CM . Ïðîâåäåì NN1 ‖ CM . Òîãäà ïî òåîðåìå Ôà-
ëåñà N1 ïîäåëèò îòðåçîê BM â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî N îòðåçîê
BC.

Ñëåäîâàòåëüíî, BN1 =
1
3BM = 1

3 ·
2
3AB = 2

9AB.

Òàêæå ïî óñëîâèþ AM = 1
3AB. Òîãäà

AA1

AN
=

AM

AN1
=

1
3AB

AB − 2
9AB

=
3

7

Ñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. òðåóãîëüíèêè MAA1 è BAN èìåþò ðàâíûé
óãîë A, òî èõ ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñòîðîí, îáðà-
çóþùèõ ýòîò óãîë:
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S4MAA1

S4BAN
=

AM · AA1

AB · AN
=

1
3AB ·

3
7AN

AB · AN
=

1

7

Òàêèì îáðàçîì, S4MAA1
= 1

7S4BAN . Íî â ñâîþ î÷åðåäü 4BAN è
4ABC èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó, ïðîâåäåííóþ èç âåðøèíû A,
çíà÷èò, èõ ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê îñíîâàíèÿ, òî åñòü

S4BAN

S4ABC
=

BN

BC
=

1

3

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì S4MAA1
= 1

21S4ABC .

2) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî S4NBB1
= 1

21S4ABC , S4PCC1
=

1
21S4ABC .

Èòàê,

1 = S4ABC − S4ABB1
− S4BCC1

− S4CAA1
=

= S4ABC−(S4BAN − S4NBB1
)−(S4CBP − S4PCC1

)−(S4CAM − S4MAA1
) =

= S4ABC − 3 ·
(
1
3S4ABC − 1

21S4ABC

)
=

1

7
S4ABC
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Ñëåäîâàòåëüíî, S4ABC = 7.

4. Îòâåò. 16. Ðåøåíèå. 1) Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî BN =
1
4BC.

Îáîçíà÷èì S4ABC = S. Òîãäà ò.ê. 4ABC è 4ABN èìåþò îäè-
íàêîâóþ âûñîòó, îïóùåííóþ èç âåðøèíû A, òî

S

S4ABN
=

BC

BN
= 4 ⇒ S4ABN =

1

4
S

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷èì

S

S4ABM
=

AC

AM
=

9

4
⇒ S4ABM =

4

9
S

2) Íàéäåì îòíîøåíèå AP : PN , ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêóþ ÷àñòü
ñîñòàâëÿåò S4ABP îò S4ABN .

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ NK ‖ BM . Òîãäà ïî òåîðåìå Ôàëåñà

BN

BC
=

MK

MC
⇒ 1

4
=

MK

MC
⇒ MK =

1

4
MC

Ò.ê. ïî óñëîâèþ AM : MC = 4 : 5, òî ìîæíî ïðèíÿòü AM = 4x,
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MC = 5x. Òîãäà MK = 5
4x.

Îïÿòü æå ïî òåîðåìå Ôàëåñà

AP

PN
=

AM

MK
⇒ AP

PN
=

4x
5
4x

=
16

5
⇒ AP =

16

5
PN

Çíà÷èò, ò.ê.4ABP è4ABN èìåþò îäèíàêîâóþ âûñîòó, îïóùåí-
íóþ èç âåðøèíû B, ïîëó÷àåì

S4ABN

S4ABP
=

AN

AP
=

AP + PN

AP
=

21

16

Ñëåäîâàòåëüíî, S4ABP = 16
21S4ABN = 4

21S.

Ñëåäîâàòåëüíî,

S4APM = S4ABM−S4ABP =
4

9
S− 4

21
S =

16

63
S ⇒ S4APM = 16.

5. Îòâåò. 1 : 7. Ðåøåíèå. Ñîåäèíèì òî÷êè A è C1, B è A1, C è B1.

Ò.ê. ìåäèàíà äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ òðåóãîëü-
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íèêà, òî

S4AB1C = S4A1B1C = S4A1B1C1
.

Àíàëîãè÷íî,

S4CA1B = S4C1A1B = S4AC1B = S4AC1B1
.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñåìü îáðàçîâàâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ èìåþò
îäèíàêîâûå ïëîùàäè. Çíà÷èò,

S4A1B1C1
: S4ABC = 1 : 7.

6. Îòâåò. á) 1. Ðåøåíèå. à) Ïðîâåä¼ì äèàãîíàëè AC è BD.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè APS è ABD: PS � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â
òðåóãîëüíèêå ABD, òîãäà òðåóãîëüíèêè APS è ABD ïîäîáíû,

ïðè÷¼ì
PS

BD
=

1

2
.

Àíàëîãè÷íî
QR

BD
=

1

2
, ñëåäîâàòåëüíî, PS = QR.
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî PQ = RS. Â èòîãå â âûïóê-
ëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå PQRS ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû,
òîãäà PQRS � ïàðàëëåëîãðàìì, ñëåäîâàòåëüíî, åãî äèàãîíàëè
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

á) Äîêàæåì, ÷òî ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ ñåðåäèí ñòîðîí âû-
ïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà åãî ïëîùàäü âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíî-
çíà÷íî.

Èç ïîäîáèÿ APS è ABD ïîëó÷àåì:

SAPS

SABD
=

(
1

2

)2

=
1

4
.

Àíàëîãè÷íî 4SQCR = SCBD, 4SPBQ = SABC , 4SSDR = SACD. Òîãäà

SABCD = SABD + SCBD = 4SAPS + 4SQCR.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

SABCD = SABC + SACD = 4SPBQ + 4SSDR,

òîãäà

SABCD+SABCD = 4SAPS+4SQCR+4SPBQ+4SSDR ⇔ SAPS+SQCR+SPBQ+SSDR =
1

2
SABCD.

Íî SABCD = SAPS + SQCR + SPBQ + SSDR + SPQRS, îòêóäà îêîí-
÷àòåëüíî

SPQRS =
1

2
SABCD.

Òàêèì îáðàçîì, ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ òî÷åê P , Q, R, S îä-
íîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà PQRS, à
çíà÷èò è ïëîùàäü ëþáîãî âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñ ñåðåäè-
íàìè ñòîðîí â òî÷êàõ P , Q, R è S.

Â èòîãå
SA1B1C1D1

SABCD
= 1.
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7. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABN : åãî ïëîùàäü ðàâíà
0, 5 · AB · h1, ãäå h1 � äëèíà âûñîòû, îïóùåííîé èç òî÷êè D íà
AB, ñëåäîâàòåëüíî, SABN = 0, 5 · SABCD.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê BMC: åãî ïëîùàäü ðàâíà 0, 5 ·BC · h2,
ãäå h2 � äëèíà âûñîòû, îïóùåííîé èç òî÷êè D íà BC, ñëåäîâà-
òåëüíî, SBMC = 0, 5 · SABCD, òîãäà

SABM + SMCD = 0, 5 · SABCD.

Òàêèì îáðàçîì, SABN = SABM + SMCD, îòêóäà

(SABP+SPBN) = (SABP+SAPM)+SMCD ⇔ SPBN = SAPM+SMCD.

òîãäà
SPBN + SPQM = SAPM + SMCD + SPQM ,

íî SPBN + SPQM = SMBNQ, à SAPM + SMCD + SPQM = SAQCD.
Â èòîãå SMBNQ = SAQCD, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Óðîê 16. Ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ

Îïðåäåëåíèÿ
Äâà òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè èõ óãëû ñîîòâåò-

ñòâåííî ðàâíû è ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñõîä-
ñòâåííûì ñòîðîíàì äðóãîãî
(ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ ñõîäñòâåííûìè, åñëè îíè ëåæàò íàïðîòèâ ðàâ-
íûõ óãëîâ).
Ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû � òî åñòü âñå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëü-
íèêà â k ðàç áîëüøå ñòîðîí äðóãîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ÷èñëî k
íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ. Òî åñòü ýòî ÷èñëî, ðàâíîå îòíî-
øåíèþ ñõîäñòâåííûõ ñòîðîí ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà (ïåðâûé ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ)
Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû äâóì óã-

ëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü ABC è A1B1C1 � òðåóãîëüíèêè òàêèå, ÷òî ∠A = ∠A1, ∠B =

∠B1. Òîãäà ïî òåîðåìå î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà ∠C = 180◦ −
∠A − ∠B = 180◦ − ∠A1 − ∠B1 = ∠C1, òî åñòü óãëû òðåóãîëüíèêà
ABC ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû óãëàì òðåóãîëüíèêà A1B1C1.

Òàê êàê ∠A = ∠A1 è ∠B = ∠B1, òî
SABC

SA1B1C1

=
AB · AC

A1B1 · A1C1
è
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SABC

SA1B1C1

=
AB ·BC

A1B1 ·B1C1
.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
AC

A1C1
=

BC

B1C1
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
AC

A1C1
=

AB

A1B1
(èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

∠B = ∠B1, ∠C = ∠C1).

Â èòîãå, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC ïðîïîðöèîíàëüíû ñõîäñòâåí-
íûì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà A1B1C1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà (âòîðîé ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ)
Åñëè äâå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû äâóì ñòî-

ðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà è óãëû, çàêëþ÷åííûå ìåæäó ýòèìè ñòî-
ðîíàìè, ðàâíû, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì äâà òðåóãîëüíèêà ABC è A′B′C ′, òàêèõ ÷òî
AB

A′B′
=

AC

A′C ′
, ∠BAC = ∠A′. Äîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ �

ïîäîáíû. Ó÷èòûâàÿ ïåðâûé ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∠B = ∠B′.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC ′′, ó êîòîðîãî ∠1 = ∠A′, ∠2 = ∠B′.
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Òðåóãîëüíèêè ABC ′′ è A′B′C ′ ïîäîáíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ïîäî-

áèÿ òðåóãîëüíèêîâ, òîãäà
AB

A′B′
=

AC ′′

A′C ′
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ
AB

A′B′
=

AC

A′C ′
. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ

ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî AC = AC ′′.

Òðåóãîëüíèêè ABC è ABC ′′ ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæ-
äó íèìè, ñëåäîâàòåëüíî, ∠B = ∠2 = ∠B′.

Òåîðåìà (òðåòèé ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ)
Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû òðåì ñòî-

ðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ABC è A′B′C ′ ïðîïîðöèîíàëüíû:

AB

A′B′
=

AC

A′C ′
=

BC

B′C ′
. Äîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′

ïîäîáíû.
Äëÿ ýòîãî, ó÷èòûâàÿ âòîðîé ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∠BAC = ∠A′.

3



Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC ′′, ó êîòîðîãî ∠1 = ∠A′, ∠2 = ∠B′.

Òðåóãîëüíèêè ABC ′′ è A′B′C ′ ïîäîáíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ïî-

äîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ, ñëåäîâàòåëüíî,
AB

A′B′
=

BC ′′

B′C ′
=

C ′′A

C ′A′
.

Èç ïîñëåäíåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ è óñëîâèÿ
AB

A′B′
=

AC

A′C ′
=

BC

B′C ′
âûòåêàåò, ÷òî BC = BC ′′, CA = C ′′A.

ÒðåóãîëüíèêèABC èABC ′′ ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì, ñëåäîâàòåëü-
íî, ∠BAC = ∠1 = ∠A′.

Îïðåäåëåíèå
Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà � ýòî ñóììà äëèí âñåõ åãî ñòîðîí.

Òåîðåìà
Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ äâóõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî êîýô-

ôèöèåíòó ïîäîáèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ñî ñòîðîíàìè a, b, c è

a1, b1, c1 ñîîòâåòñòâåííî.
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Òîãäà PABC = a+b+c = ka1+kb1+kc1 = k(a1+b1+c1) = k ·PA1B1C1

Òåîðåìà
Îòíîøåíèå ïëîùàäåé äâóõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî êâàäðà-

òó êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ïîäîáíû, ïðè÷¼ì
AB

A1B1
=

AC

A1C1
=

BC

B1C1
= k. Îáîçíà÷èì áóêâàìè S è S1 ïëîùàäè ýòèõ òðå-

óãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê ∠A = ∠A1, òî
S

S1
=

AB · AC
A1B1 · A1C1

(ïî òåîðåìå îá îòíîøåíèè

ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ ïî ðàâíîìó óãëó).

Òàê êàê
AB

A1B1
=

AC

A1C1
= k, òî

S

S1
=

AB

A1B1
· AC

A1C1
= k · k = k2, ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, êîòîðûå óæå áûëè
èçó÷åíû.

Òåîðåìà Ôàëåñà (÷àñòíûé ñëó÷àé)
Åñëè íà îäíîé èç ñòîðîí óãëà îòìåòèòü ðàâíûå ìåæäó ñîáîé îòðåç-

êè è ÷åðåç èõ êîíöû ïðîâåñòè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, òî ýòè ïðÿìûå
îòñåêóò íà âòîðîé ñòîðîíå òàêæå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé îòðåçêè.

Îïðåäåëåíèå
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäè-

íû ëþáûõ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ñòîðîíå è ðàâíà

åå ïîëîâèíå.

Ñëåäñòâèå
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà îòñåêàåò îò íåãî òðåóãîëüíèê, ïîäîá-

íûé äàííîìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1
2.

Îïðåäåëåíèå
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû áîêî-

âûõ ñòîðîí.

Òåîðåìà
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì è ðàâíà èõ ïî-

ëóñóììå.
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Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ôàêòîâ äîêàçûâàåòñÿ âàæíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà Âàðèíüîíà
Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðå-

äèíû ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëî-
ãðàììîì.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåäåì äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêàABCD. Ðàññìîòðèì4ABC:
MN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ñëåäîâàòåëüíî,MN ‖ AC.

Ðàññìîòðèì4ADC: PK � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ñëå-
äîâàòåëüíî, PK ‖ AC.

Òàêèì îáðàçîì, MN ‖ AC ‖ PK.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî MP ‖ BD ‖ NK.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ MNKP � ïàðàëëåëîãðàìì.
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Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóþò âàæíûå ôàêòû.

Òåîðåìà Ôàëåñà (îáùèé ñëó÷àé)
Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå îòñåêàþò íà ñòîðîíàõ óãëà ïðîïîðöèîíàëü-

íûå îòðåçêè.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ïóñòü ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå p ‖ q ‖ r ‖ s ðàçáèëè îäíó èç ïðÿ-

ìûõ íà îòðåçêè a, b, c, d. Òîãäà âòîðóþ ïðÿìóþ ýòè ïðÿìûå äîëæíû
ðàçáèòü íà îòðåçêè ka, kb, kc, kd ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k � íåêîòîðîå
÷èñëî, òîò ñàìûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îòðåçêîâ.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó A1 ïðÿìóþ p ‖ OD (ABB2A1 � ïàðàëëåëî-
ãðàìì, ñëåäîâàòåëüíî, AB = A1B2). Òîãäà 4OAA1 ∼ 4A1B1B2 ïî

äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî,
OA

A1B2
=

OA1

A1B1
⇒ A1B1 = kb.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåäåì ÷åðåçB1 ïðÿìóþ q ‖ OD ⇒4OBB1 ∼ 4B1C1C2 ⇒
B1C1 = kc è ò.ä.
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Òåîðåìà
Äèàãîíàëè äåëÿò òðàïåöèþ íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, äâà èç êîòî-

ðûõ ïîäîáíû, à äâà äðóãèå � ðàâíîâåëèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ò.ê. AD ‖ BC è BD � ñåêóùàÿ, òî ∠DBC = ∠BDA êàê íàêðåñò

ëåæàùèå.
Òàêæå ∠BOC = ∠AOD êàê âåðòèêàëüíûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äâóì óãëàì 4BOC ∼ 4AOD.

Äîêàæåì, ÷òî S4AOB = S4COD. Ïóñòü h � âûñîòà òðàïåöèè. Òîãäà
S4ABD = 1

2 · h · AD = S4ACD. Òîãäà:

S4AOB = S4ABD − S4AOD = S4ACD − S4AOD = S4COD

Òåîðåìà: ñâîéñòâî ïðîèçâîëüíîé òðàïåöèè
Ñåðåäèíû îñíîâàíèé, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè è

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-
ìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî
1) Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè P , N è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïðîâåäåì ïðÿìóþ PN (P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêî-

âûõ ñòîðîí, N � ñåðåäèíà BC). Ïóñòü îíà ïåðåñå÷åò ñòîðîíó AD â
òî÷êå M . Äîêàæåì, ÷òî M � ñåðåäèíà AD.
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Ðàññìîòðèì4BPN è4APM . Îíè ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì (∠APM
� îáùèé, ∠PAM = ∠PBN êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè AD ‖ BC è AB
ñåêóùåé). Çíà÷èò:

BN

AM
=

PN

PM

Ðàññìîòðèì4CPN è4DPM . Îíè ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì (∠DPM
� îáùèé, ∠PDM = ∠PCN êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè AD ‖ BC è CD
ñåêóùåé). Çíà÷èò:

CN

DM
=

PN

PM

Îòñþäà
BN

AM
=

CN

DM
. Íî BN = NC, ñëåäîâàòåëüíî, AM = DM .

2) Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè N,O,M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïóñòü N � ñåðåäèíà BC, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïðî-

âåäåì ïðÿìóþ NO, îíà ïåðåñå÷åò ñòîðîíó AD â òî÷êå M . Äîêàæåì,
÷òî M � ñåðåäèíà AD.

4BNO ∼ 4DMO ïî äâóì óãëàì (∠OBN = ∠ODM êàê íàêðåñò
ëåæàùèå ïðè BC ‖ AD è BD ñåêóùåé; ∠BON = ∠DOM êàê âåð-
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òèêàëüíûå). Çíà÷èò:
BN

MD
=

ON

OM
Àíàëîãè÷íî 4CON ∼ 4AOM . Çíà÷èò:

CN

MA
=

ON

OM

Îòñþäà
BN

MD
=

CN

MA
. Íî BN = CN , ñëåäîâàòåëüíî, AM = MD.
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Çàäà÷è äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû

1. Òî÷êà E ëåæèò íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷¼ì
EC

AE
=

2. Òî÷êà D ëåæèò íà BC, ïðè÷¼ì ED ‖ AB. Íàéäèòå AB, åñëè

ED =
4

3
.

2. Îòðåçîê BK ñîåäèíÿåò âåðøèíó B òðåóãîëüíèêà ABC ñ òî÷êîé
íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå, ïðè÷åì ∠AKB = ∠B. Ïðè ýòîì
èçâåñòíî, ÷òî BK = 10, AB = 12, AC = 18. Íàéäèòå BC.

3. Òî÷êà E ëåæèò íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷¼ì
EC

AE
= 3. Òî÷êà D ëåæèò íà BC, ïðè÷¼ì

CD

CB
= 0, 75. Íàéäèòå

∠CED − ∠CAB. Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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4. Îòðåçîê BK ñîåäèíÿåò âåðøèíó B òðåóãîëüíèêà ABC ñ òî÷êîé
íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî ∠AKB =
105◦, AB = 12, AC = 24, AK = 6. Íàéäèòå ∠ABC. Îòâåò äàéòå
â ãðàäóñàõ.

5. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò òî÷êè D,

E è F ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî
DF

BC
= 0, 5, AC = 2 · DE,

AB−EF = EF ∠DEF = 61◦, ∠EFD = 55◦. Íàéäèòå ∠C. Îòâåò
äàéòå â ãðàäóñàõ.

13



6. Îòðåçîê BK ñîåäèíÿåò âåðøèíó B òðåóãîëüíèêà ABC ñ òî÷êîé
íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî AB = 12,
AC = 24, AK = 6, BK = 10, BC = 20. Íàéäèòå ∠AKB − ∠B.
Îòâåò äàéòå â ãðàäóñàõ.
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Çàäà÷è äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû

7. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD: BC = 5, AD = 20, ∠B = ∠ACD,
∠D = ∠BAC. Íàéäèòå AC.

8. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè BC = 7, 5 è AD = 30 äèàãî-
íàëü AC = 15. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD, åñëè SABC =
2.

9. F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AD è BE � ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.
Èçâåñòíî, ÷òî SABF = 1. Íàéäèòå SDEF .
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10. Òî÷êàD ëåæèò íà ñòîðîíåBC òðåóãîëüíèêàABC, ïðè÷¼ì
CD

DB
=

0, 2. Òî÷êà E ëåæèò íà ñòîðîíå AC, ïðè÷¼ì
CE

CA
=

1

6
. Íàéäèòå

SABF

SEFD
, åñëè F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AD è BE.

11. Â òðåóãîëüíèêå ABC: CM � ìåäèàíà, òî÷êà N ëåæèò íà CM

òàê, ÷òî
CN

CM
= 0, 25, AK ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N , ïðè÷¼ì òî÷êà

K ëåæèò íà BC. Íàéäèòå
KB

CK
.
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12. Òî÷êàD ëåæèò íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC, ïðè÷¼ì
AD

DB
=

0, 5. Òî÷êà E ëåæèò íà CD, ïðè÷¼ì
CE

ED
= 0, 5. Òî÷êà F ëåæèò

íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îòðåçêè AC è BE. Íàéäèòå
AF

FC
.

13. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC: ∠B = 60◦, AM è CN �
âûñîòû, à òî÷êà Q � ñåðåäèíà AC.

à) Äîêàæèòå, ÷òî 4MNQ � ðàâíîáåäðåííûé.

á) Íàéäèòå
∠MNQ

∠NQM
.
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14. Âåðøèíû êâàäðàòà PQRS ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC
(P ëåæèò íà AB, Q è R ëåæàò íà BC, S ëåæèò íà AC). AK �
âûñîòà â òðåóãîëüíèêå ABC.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∠BAC = 90◦, òî BP · AS = AP · CS.

á) Íàéäèòå
PQ

BC
, åñëè AK =

1

2
BC.

15. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû a è b. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå O ïîä ïðÿìûì óãëîì. Îäíà èç äèàãîíàëåé äåëèòñÿ
òî÷êîé O íà îòðåçêè ñ äëèíàìè c1 è d1, à äðóãàÿ � íà îòðåçêè ñ
äëèíàìè c2 è d2.

à) Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà

c1d1 + c2d2
2

ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b.

á) Íàéäèòå ïëîùàäü äàííîé òðàïåöèè, åñëè ab = 100, à c2, d1 è d2
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

100 · c2 + d2
d1

− c2
2d2 + c2d2

2

d1
+ d1(c2 + d2)− 500 = 0.

18



Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò. 2. Ðåøåíèå. Òàê êàê ED ‖ AB, òî ∠CED = ∠CAB,
∠CDE = ∠CBA (êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-
ìûõ è ñåêóùåé), òîãäà òðåóãîëüíèêè CED è CAB ïîäîáíû.

Òàê êàê EC = 2 · AE, òî AC = 3 · AE, ñëåäîâàòåëüíî,
AC

EC
=

3 · AE
2 · AE

=
3

2
.

Òàê êàê ñòîðîíû EC è AC ëåæàò ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ (â òðå-
óãîëüíèêàõ CED è CAB ñîîòâåòñòâåííî), òî

AB

ED
=

AC

EC
=

3

2
,

îòêóäà

AB =
3

2
· ED =

3

2
· 4
3
= 2.

2. Îòâåò. 15. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABK è ACB:
∠AKB = ∠B,
∠A � îáùèé, òîãäà òðåóãîëüíèêè ABK è ACB ïîäîáíû ïî äâóì
óãëàì.

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ ëåæàò ïðîïîð-
öèîíàëüíûå ñòîðîíû, òîãäà

BK

BC
=

AB

AC
,

îòêóäà
10

BC
=

12

18
, ñëåäîâàòåëüíî BC = 15.

3. Îòâåò. 0. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè CAB è CED:
∠C � îáùèé,

CA

CE
=

AE + CE

CE
=

AE

CE
+ 1 =

1

3
+ 1 =

4

3
=

CB

CD
,
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òîãäà òðåóãîëüíèêè CAB è CED ïîäîáíû ïî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè äâóõ ñòîðîí è ðàâåíñòâó óãëîâ ìåæäó íèìè.

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîðîí ëå-
æàò ðàâíûå óãëû, òîãäà ∠CED = ∠CAB, îòêóäà ∠CED−∠CAB =
0◦.

4. Îòâåò. 105. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABK è ACB:
∠A � îáùèé,

AB

AC
=

AK

AB
,

òîãäà òðåóãîëüíèêè ABK è ACB ïîäîáíû ïî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè äâóõ ñòîðîí è ðàâåíñòâó óãëîâ ìåæäó íèìè.

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîðîí ëå-
æàò ðàâíûå óãëû, òîãäà ∠ABC = ∠AKB = 105◦.

5. Îòâåò. 64. Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠DEF = 61◦, ∠EFD = 55◦, òî
∠EDF = 180◦ − 61◦ − 55◦ = 64◦.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è EFD: ïî óñëîâèþ

DF

BC
= 0, 5 =

DE

AC
=

EF

AB
,

òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è EFD ïîäîáíû ïî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè òðåõ ñòîðîí.

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîðîí ëå-
æàò ðàâíûå óãëû, òîãäà ∠C = ∠EDF = 64◦.

6. Îòâåò. 0. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABK è ACB:

AB

AC
=

AK

AB
=

BK

BC
,

òîãäà òðåóãîëüíèêè ABK è ACB ïîäîáíû ïî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè òðåõ ñòîðîí.
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Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîðîí ëå-
æàò ðàâíûå óãëû, òîãäà ∠B = ∠AKB, ñëåäîâàòåëüíî ∠AKB −
∠B = 0◦.

7. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèêè ABC è ACD ïîäîáíû ïî
äâóì óãëàì (∠B = ∠ACD, ∠D = ∠BAC).
Òàê êàê â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ ëåæàò
ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòîðîíû, òî
BC

AC
=

AC

AD
. Îáîçíà÷èì AC = x, òîãäà èìååì

5

x
=

x

20
,

îòêóäà x2 = 100, ñëåäîâàòåëüíî, x = ±10, íî x > 0, òîãäà x = 10.

8. Îòâåò. 10. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è ACD:
∠BCA = ∠CAD,

BC

AC
=

1

2
=

AC

AD
,

òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è ACD ïîäîáíû ïî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè äâóõ ñòîðîí è ðàâåíñòâó óãëîâ ìåæäó íèìè, ñëåäîâàòåëüíî,
èõ ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ êàê êâàäðàò êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ:

SABC

SACD
=

(
BC

AC

)2

=
1

4
,

îòêóäà SACD = 4 · SABC = 8.
SABCD = SABC + SACD = 2 + 8 = 10.

9. Îòâåò. 0,25. Ðåøåíèå. ED � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà ED = 0, 5 · AB, ED ‖ AB.

Òàê êàê ED ‖ AB, òî ∠DEF = ∠ABF , ∠EDF = ∠FAB (êàê
âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêó-
ùåé), ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè DEF è ABF ïîäîáíû (ïî
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äâóì óãëàì). Òàê êàê ED = 0, 5 · AB, ïðè÷¼ì ñòîðîíû ED è
AB ëåæàò (â òðåóãîëüíèêàõ DEF è ABF ñîîòâåòñòâåííî) ïðî-
òèâ ðàâíûõ óãëîâ, òî

SDEF

SABF
=

(
ED

AB

)2

= 0, 52 = 0, 25,

îòêóäà ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî SABF = 1 íàõîäèì SDEF = 0, 25.

10. Îòâåò. 36. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è EDC:

∠C � îáùèé;
CE

CA
=

1

6
; òàê êàê

CD

DB
= 0, 2, òî DB = 5CD è, çíà-

÷èò,
CD

CB
=

1

6
=

CE

CA
,

òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è EDC ïîäîáíû ïî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè äâóõ ñòîðîí è ðàâåíñòâó óãëîâ ìåæäó íèìè, ñëåäîâàòåëüíî,

ED

AB
=

1

6
è ∠CED = ∠CAB.

Èç ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâåííûõ óãëîâ ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
è ñåêóùåé (∠CED = ∠CAB) ñëåäóåò, ÷òî ED ‖ AB, îòêóäà
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ∠DEF = ∠ABF (êàê âíóòðåííèå íàêðåñò
ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé).

Êðîìå òîãî, ∠EFD = ∠AFB êàê âåðòèêàëüíûå, òîãäà òðåóãîëü-
íèêè ABF è DEF ïîäîáíû (ïî äâóì óãëàì).

Òàê êàê
ED

AB
=

1

6
, òî

AB

ED
= 6, òî åñòü êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ òðå-

óãîëüíèêîâ ABF è DEF ðàâåí 6. Ïëîùàäè ïîäîáíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ îòíîñÿòñÿ êàê êâàäðàò êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ, òîãäà

SABF

SEFD
= 62 = 36.

11. Îòâåò. 6. Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì MP ‖ AK:
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Îáîçíà÷èì KP = x, CK = y. MP � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëü-
íèêå ABK, òîãäà BP = x.
Òðåóãîëüíèêè CKN è CPM � ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì (∠MCP
� îáùèé, ∠CNK = ∠CMP , êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé), òîãäà

CN

CM
=

CK

CP
, òî åñòü 0, 25 =

y

y + x
, îòêóäà 4 =

y + x

y
, òî åñòü

x

y
= 3. KB = 2x, òîãäà

KB

CK
=

2x

y
= 2 · x

y
= 2 · 3 = 6.

12. Îòâåò. 3. Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì DG ‖ BF :

Îáîçíà÷èì AG = x, FC = y.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ADG è ABF : ∠A � îáùèé, ∠AGD =
∠AFB (êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêó-
ùåé), òîãäà òðåóãîëüíèêè ADG è ABF ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì
è

AG

AF
=

AD

AB
.

Òàê êàê
AD

DB
= 0, 5, òî DB = 2 · AD, òîãäà AB = 3 · AD è
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1

3
=

AD

AB
=

AG

AF
, òîãäà AF = 3x, ñëåäîâàòåëüíî,

FG = 2x.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î òîì, ÷òî:

Òðåóãîëüíèêè CEF è CDG ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, òîãäà
CF

CG
=

CE

CD
=

1

3
, òîãäà

y

y + 2x
=

1

3
, îòêóäà

y + 2x

y
= 3, òî åñòü

2x

y
= 2, ñëåäîâàòåëüíî, 3 =

3x

y
=

AF

FC
.

13. Îòâåò. á) 1. Ðåøåíèå. à) NQ � ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå ANC, òîãäà

NQ = 0, 5 · AC,

MQ � ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå AMC, òîãäà

MQ = 0, 5 · AC = NQ.

á) Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABM :

∠BAM = 90◦−∠ABM = 30◦ ⇒ BM = AB·sin∠BAM = 0, 5·AB.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê BCN :
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∠BCN = 90◦ − ∠ABM = 30◦, îòêóäà

BN = BC · sin∠BAM = 0, 5 ·BC.

Òàê êàê
1

2
=

BN

BC
=

BM

AB
,

a ∠ABC � îáùèé äëÿ òðåóãîëüíèêîâ BMN è ABC, ëåæàùèé
ìåæäó ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñòîðîíàìè, òî òðåóãîëüíèêè BMN è
ABC ïîäîáíû, îòêóäà

MN

AC
=

BN

BC
=

1

2
,

òî åñòü MN = 0, 5 · AC = MQ = NQ, ñëåäîâàòåëüíî, ∠MNQ =
∠NQM è

∠MNQ

∠NQM
= 1.

14. Îòâåò. á)
1

3
.Ðåøåíèå. à) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêèAPS è PBQ:

∠BQP = 90◦ = ∠PAS. Òàê êàê ∠SPQ = 90◦, òî ∠APS +
∠BPQ = 90◦, îòêóäà ∠APS = ∠PBQ, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëü-
íèêè APS è PBQ ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì.
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Èç ïîäîáèÿ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì:

PS

BP
=

AS

PQ
,

íî PS = PQ, òîãäà PS2 = AS ·BP .

Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèêè APS è SCR ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì,
îòêóäà

PS

SC
=

AP

SR
,

íî PS = SR, òîãäà PS2 = AP · SC.
Â èòîãå

AS ·BP = PS2 = AP · SC,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) Òàê êàê PQRS êâàäðàò, òî PS ‖ QR, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî ∠APS = ∠ABC êàê îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ è ñåêóùåé, à òàêæå òî, ÷òî AK ⊥ PS. Ïóñòü M � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ AK è PS.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêèAPM èABK: ∠APM = ∠ABK, ∠PAM
� îáùèé, òîãäà òðåóãîëüíèêè APM è ABK ïîäîáíû ïî äâóì óã-
ëàì, îòêóäà

AM

AK
=

AP

AB
.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè APS è ABC: ∠APS = ∠ABC, ∠BAC
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� îáùèé, òîãäà òðåóãîëüíèêè APS è ABC ïîäîáíû ïî äâóì óã-
ëàì, îòêóäà

PS

BC
=

AP

AB
.

Â èòîãå
AM

AK
=

AP

AB
=

PS

BC
,

ñëåäîâàòåëüíî,
AK −MK

AK
=

PS

BC
.

Òàê êàê PQ è MK � îòðåçêè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, çàêëþ÷¼í-
íûõ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè PS è BC, òî MK = PQ.

PS = PQ, AK = 0, 5 ·BC, òîãäà

0, 5 ·BC − PQ

0, 5 ·BC
=

PQ

BC
,

ñëåäîâàòåëüíî, BC − 2PQ = PQ, çíà÷èò,

BC =
1

3
· PQ ⇒ PQ

BC
=

1

3
.

15. Îòâåò. á) 500. Ðåøåíèå à) Ïóñòü ABCD � äàííàÿ òðàïåöèÿ,

BC = a, AD = b.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BOC è AOD: ∠CBD = ∠BDA (êàê
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âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ BC, AD
è ñåêóùåé BD).

Àíàëîãè÷íî ∠BCA = ∠CAD, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêèBOC
è AOD ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, îòêóäà

a

b
=

d2
c2

=
d1
c1
.

d2 =
a

b
· c2, d1 =

a

b
· c1, òîãäà

c1d1 + c2d2 =
a

b
· c12 +

a

b
· c22 =

a

b
(c1

2 + c2
2),

íî òðåóãîëüíèê AOD � ïðÿìîóãîëüíûé (∠AOD = 90◦), ñëåäîâà-
òåëüíî, b2 = c1

2 + c2
2, îòêóäà

c1d1 + c2d2 =
a

b
(c1

2 + c2
2) = ab ⇒ c1d1 + c2d2

2
=

ab

2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) Ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ åãî äèà-
ãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè, îòêóäà

SABCD = (c1 + d1)(c2 + d2).

Òàê êàê c1d1 + c2d2 = ab = 100, òî c1 =
100− c2d2

d1
, îòêóäà

SABCD =

(
100− c2d2

d1
+ d1

)
(c2 + d2) =

100 · c2 + d2
d1

− c2
2d2 + c2d2

2

d1
+ d1(c2 + d2).

Íî ïî óñëîâèþ

100 · c2 + d2
d1

− c2
2d2 + c2d2

2

d1
+ d1(c2 + d2)− 500 = 0,
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òîãäà

100 · c2 + d2
d1

− c2
2d2 + c2d2

2

d1
+ d1(c2 + d2) = 500,

ñëåäîâàòåëüíî, SABCD = 500.
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